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内 容 简 介 


本 书 是 为 理工 科 院 校 各 专业 本 科 生 、 研 究 生 开 设 的 “数值 计算 方法 ”课程 
而 编写 的 教材 . 全 书 系统 地 介绍 了 现代 科学 与 工程 计算 中 常用 的 数值 分 析 理 
论 , 方 法 及 有 关 应 用 ,内 容 包括 误差 分 析 、 线 性 方程 组 的 直接 解法 与 迭代 解 
法 、 非 线性 方程 的 数值 解法 ,矩阵 的 特征 值 与 特征 向 基 的 计算 、 揪 值 法 与 曲线 
拟 合 ,数值 积分 与 数值 微分 , 常 微分 方程 初 值 问 题 的 数值 解法 等 . 本 书 取材 新 
颖 ,一 述 严谨 ,内 容 丰 富 ,重点 突出 、 推 导 详 尽 、. 思 路 清晰 \ 深 入 浅 出 ` 富 有 启发 
性 ,便于 教学 与 自学 , 为 了 加 强 对 学 生 基本 知识 的 训练 与 综合 能 力 的 培养 ,每 
章 末 都 配备 了 小 结 并 精 选 了 相当 数量 的 算法 与 C 语言 程序 设计 上 机 实例 、 
复习 思考 题 及 综合 练习 题 ,以 便 读 者 巩固 ,复习 ,应 用 所 学 知识 , 书 末 附 有 习 
题 答案 与 提示 ,可 供 教师 与 学 生 参 考 . 

本 书 可 作为 理工 科 院 校 各 专业 本 科 生 、 研 究 生 “数值 计算 方法 "课程 的 教 
材 或 教学 参考 书 , 也 可 供 从 事 数 值 计 算 的 科技 工作 者 学 习 参 考 . 
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随 着 科学 技术 的 不 断 发 展 与 计算 机 技术 的 广泛 应 用 ,数值 
计算 越 来 越 显示 出 其 重要 作用 ,科学 计算 的 重要 性 被 全 来 念 多 
的 人 所 认识 , 而 对 于 当今 信息 社会 的 大 学 生 而 言 , 则 更 应 当 具 
备 这 方面 的 知识 与 能 力 ,事实 上 ,在 众多 科技 与 工程 领域 中 ,如 
果 没 有 科学 计算 ,就 不 可 能 产生 一 流 的 研究 成 果 ,. 由 此 可 见 科 
学 计算 在 科技 发 展 中 的 重要 性 , 正 因 如 此 ,许多 理工 科大 学 都 
已 将 “计算 方法 ” 列 为 了 大 学 生 与 硕士 研究 生 的 必修 课程 ,以 便 
学 生 将 来 能 为 众多 的 科学 与 工程 技术 问题 提供 准确 有效、 可 
第、 科学 的 数值 计算 方法 ， 

为 了 进一步 提高 数值 计算 方法 的 教学 质量 ,更 好 地 满足 新 
世纪 对 高 等 理工 科 院 校 培养 复合 型 高 素质 人 才 的 要 求 , 我 们 在 
紧 扣 教育 部 最 新 颁布 的 工科 院 校 “计算 方法 ”教学 大 纲 的 前 提 

下 ,结合 多 年 的 教学 研究 与 实践 , 博 采 众 家 之 长 并 针对 理工 科 

院 校 学 生 学 习 计算 方法 的 实际 需要 ,几经 易 稿 编写 了 本 书 , 在 
编写 过 程 中 ,我 们 既 充 分 考虑 到 现代 科学 技术 发 展 的 需要 ， 系 
统 地 介绍 了 现代 科学 与 工程 计算 中 常用 的 数值 计算 方法 、 理 论 
及 其 应 用 ,又 充分 考虑 到 理工 科 院 校 开设 “计算 方法 ”课程 的 教 
学 特点 和 需要 ,在 遵 御 本 学 和 补 科学 性 与 系统 性 基础 性 与 实用 
性 并 重 的 前 提 下 ,尽量 注意 员 彻 由 浅 入 深 、 箱 序 渐进 、 融 会 贯通 
的 教学 原则 与 直观 形象 的 教学 方法 , 既 注意 现代 数值 计算 方法 
基本 概念 、 基 本 理论 和 方法 的 冰 述 ,又 注意 对 学 生 基 本 计算 、 编 
程 能 力 的 训练 和 分 析 问 题解 决 问题 能 力 的 培养 ,以 达到 使 学 
生 真 正 掌握 好 这 门 课程 之 目的 . 此 外 ,本 书 每 章 末 还 都 配备 了 
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小 结 、 算 法 及 C 语言 程序 设计 实例 复习 思考 题 和 综合 练习 题 ， 
以 供 读者 巩固、 复习、 应 用 所 学 知识 . 书 末 附 有 习题 答案 与 提 
示 , 可 供 教师 与 学 生 参 考 ， 

本 书 可 作为 高 等 理工 科 院 校本 科 生 、 研究 生 “ 计 算 方法" 课 
的 教材 或 教学 参考 书 .全 书 共 分 八 齐 , 内 容 包 括 : 数值 计算 中 的 
误差 分 析 , 线 性 方程 组 的 数值 解法 , 非 线性 方程 的 数值 解法 ,和 
阵 的 特征 值 及 特征 向 曹 的 计算 ,插值 法 ,最 小 二 乘法 与 曲线 拟 
合 , 数 值 徽 积 分 , 常 微分 方程 的 数值 解法 等 . 本 书 结构 严 说、 逻 
辑 清晰 .深入 浅 出、 分 析 深刻 .富有 新 意 , 便 于 教学 与 阅读 , 书 中 
内 容 包 括 了 现代 科学 与 工程 计算 中 常用 的 数值 分 析 理 论 及 方 
法 ,本 书 各 章 内 容 具 有 一 定 的 独立 性 , 讲 投 金 书 约 需 72 学 时 ， 
但 根据 实际 情况 与 专业 需要 , 删 去 部 分 内 容 , 也 可 适用 于 40 一 
60 学 时 的 教学 需要 ， 

本 书 由 肖 和 倒 南 教授 主编 ,编著 者 为 肖 息 南 教授 . 赵 来 军 博 
士 与 党 林立 博士 . 在 本 书 的 编写 过 程 中 ,得 到 了 北京 大 学 出 版 
社 的 大 力 支持 与 帮助 ,责任 编辑 刘 勇 副 编 审 为 本 书 的 出 版 付出 
了 位 勤劳 动 , 在 此 一 并 表示 诚挚 的 谢意 ， 

我 们 说 将 本 书 奉 献 给 读者 ,希望 它 能 成 为 每 位 读者 学 习 数 
值 计 算 方法 的 良师益友 ,限于 编者 水 平 , 书 中 难免 有 不 妥 之 处 ， 
轧 请 读者 指正 ， 


编 者 
2003 年 5 月 
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第 一 章 ”数值 计算 中 的 误差 分 析 
8$1 数值 计算 的 对 象 、 任 务 与 特点 


随 着 电子 计算 机 的 普及 与 发 展 , 数 值 计算 已 成 为 科学 研究 与 
工程 设计 中 必 不 可 少 的 重要 手段 . 在 科学 技术 高 速 发 展 的 今天 ,学 
习 、 掌 据 数值 计算 方法 并 会 用 电子 计算 机 来 解决 科研 与 工程 实际 
中 的 数值 计算 问题 ,已 成 为 广大 科技 与 工程 技术 人 员 的 迫切 需要 . 
因此 ,在 理工 科 高 等 院 校 的 本 科 生 与 研究 生 的 教育 中 ,很 多 专业 者 
将 数值 计算 方法 列 为 必修 课程 . 

数值 计算 方法 (也 称 计算 方法 ,数值 方法 ) 是 研究 科学 与 工程 
技术 中 数学 问题 的 数值 解 及 其 理论 的 一 个 数学 分 支 , 它 的 涉及 面 
很 广 ,如 涉及 代数 、 微 积分 、 微 分 方程 的 数值 解 等 问题 . 自 电 子 计算 
机 成 为 数值 计算 的 主要 工具 以 来 ,数值 计算 方法 的 主要 任务 就 是 
研究 适合 于 在 计算 机 上 使 用 的 数值 计算 方法 及 与 此 相关 的 理论 ， 
如 方法 的 收敛 性 、 稳 定性 以 及 误差 分 析 等 ,此 外 ,还 要 根据 计算 机 
的 特点 研究 计算 时 间 最 短 、 需 要 计算 机 内 存 最 少 等 计算 方法 问题 . 
我 们 从 计算 机 解决 科学 计算 问题 时 经 历 的 几 个 过 程 : 实际 问题 
一 数学 模型 一 提出 数学 问题 -一 设计 高 效 , 可 靠 的 数值 计算 方法 
一 程序 设计 -上 机 计算 求 出 结果 ,可 以 看 出 ,由 实际 问题 的 提出 
到 上 机 求 得 问题 解答 ,整个 过 程 的 关键 是 如 何 根据 数学 模型 提出 
求解 的 数值 计算 方法 直到 编 出 程序 上 机 算出 结果 ,这 一 过 程 既是 
计算 数学 的 任务 ,也 是 数值 计算 方法 的 研究 对 象 . 可 见 , 数 值 计算 
方法 不 同 于 纯 数 学 的 是 , 它 既 具有 数学 的 抽象 性 与 严格 性 ,又 具有 
应 用 的 广泛 性 与 实际 试验 的 技术 性 , 它 是 一 门 与 计算 机 紧密 结合 
的 实用 性 很 强 的 有 着 自身 研究 方法 与 理论 系统 的 计算 数学 课程 . 


具体 而 言 , 数 值 计算 方 法 的 特点 可 概括 为 : 应 提供 能 让 计算 机 直 
接 处 理 的 ,包括 加 减 乘 除 运算 和 轴 辑 运算 及 具有 完整 解 题 步 又 的 ， 
切实 可 行 的 有 效 算 法 与 程序 , 它 可 用 框图 ,算法 语言 .数学 语言 或 
自然 语言 来 描述 ,并 有 可 靠 的 理论 分 析 , 能 任意 表 近 且 达 到 精度 要 
求 , 对 近似 算法 应 保证 收敛 性 和 数值 稳定 性 .进行 必要 的 误差 分 
析 . 此 外 ,还 要 注意 算法 能 否 在 计算 机 上 实现 ,应 避免 因数 值 方法 
选用 不 当 、 程 序 设计 不 合理 而 导致 超过 计算 机 的 存 贮 能 力 ,或 导致 
计算 结果 精度 不 高 等 ， 

根据 “数值 计算 ”的 特点 ,学习 本 课程 时 ,我们 应 首先 注意 掌握 
数值 计算 方法 的 基本 原理 和 思想 ,注意 方法 处 理 的 技巧 及 其 与 计 
算 机 的 密切 结合 ,重视 误差 分 析 ,收敛 性 及 稳定 性 的 基本 理论 ;其 
次 还 要 注意 方法 的 使 用 条 件 ,通过 各 种 方法 的 比较 ,了 解 各 种 方法 
的 异同 及 优 缺点 ;为 了 学 好 这 门 课程 ,我 们 还 应 通过 一 定数 量 的 理 
论 与 计算 练习 ,培养 与 提高 我 们 使 用 各 种 数值 计算 方法 解决 实际 
计算 问题 的 能 力 . 


8$ 2 误差 与 数值 计算 的 误差 估计 


一 、 误 差 的 来 源 与 分 类 


在 数值 计算 过 程 中 ,估计 计算 结果 的 精确 度 是 十 分 重要 的 工 
作 , 而 影响 精确 度 的 因素 是 各 种 各 样 的 误差 ,它们 可 分 为 两 大 类 ， 
一 类 称 为 “过 失误 差 ” 它 一 般 是 由 人 为 造成 的 ,这 是 可 以 避免 的 ， 
故 在 “数值 计算 ”中 我 们 不 讨论 它 ; 而 另 一 类 称 为 “ 非 过 失误 差 ”*, 这 
在 “数值 计算 ”中 往往 是 无 法 避免 的 ,也 是 我 们 要 研究 的 . 按照 它们 
的 来 源 , 误 差 可 分 为 以 下 四 种 ， 

1. 模型 误差 

用 数值 计算 方法 解决 实际 问题 时 ,首先 必须 建立 数学 模型 . 由 
于 实际 问题 的 复杂 性 ,在 对 实际 问题 进行 抽象 与 简化 时 ,往往 为 了 
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抓 住 主要 因素 而 忽略 了 一 些 次 要 因素 ,这 样 就 会 使 得 建立 起 来 的 
数学 模型 只 是 复杂 客观 现象 的 一 种 近似 描述 , 它 与 实际 问题 之 间 
总 会 存在 一 定 的 误差 . 我 们 把 数学 模型 与 实际 问题 之 间 出 现 的 这 
种 误差 称 为 模型 误差 . 

2. 观测 误 兰 

在 数学 模型 中 往往 包含 一 些 由 观测 或 实验 得 来 的 物理 其 ,由 
证 测 基 工 具 精 度 和 测 基 手段 的 限制 ,它们 与 实际 基 大 小 之 间 必 然 
存在 误差 ,这 种 误差 称 为 观测 误差 . 

3. 截断 误差 

由 实际 问题 建立 起 来 的 数学 模型 ,在 很 多 情况 下 要 得 到 准确 
解 是 困难 的 ,通常 要 用 数值 方法 求 出 它 的 近似 解 , 例如 常用 有 限 过 
程 般 近 无 限 过 程 ,用 能 计算 的 问题 代替 不 能 计算 的 问题 . 这 种 数学 
模型 的 精确 解 与 由 数值 方法 求 出 的 近似 解 之 间 的 误差 称 为 截断 误 
差 ,由 十 截断 误差 是 数值 计算 方法 固有 的 , 故 又 称 为 方法 误差 ， 

例如 用 函数 F(Cz) 的 泰勒 (Taylor) 展 开 式 的 部 分 和 S,(z) 去 近 
似 代替 .ACz) ,其 余 项 R 就 是 真 值 FCz) 的 截断 误差， 

4. 含 入 误差 

用 计算 机 进行 数值 计算 时 ,由 于 计算 机 的 位 数 有 限 ,计算 时 只 
能 对 超过 位 数 的 数字 进行 四 舍 五 入 ,由 此 产生 的 误差 称 为 伟人 误 
差 . 例如 用 2. 71828 作为 无 理 数 e 的 近似 值 产生 的 误差 就 是 售 和 人 
误差 . 应 请 读者 注意 的 是 ,虽然 少 量 的 舍 入 误差 是 微不足道 的 ,但 
在 计算 机 上 完成 了 千 百 万 次 运算 之 后 , 舍 和 人 误差 的 积累 却 可 能 是 
十 分 惊人 的 . 

综 上 所 述 ,数值 计算 中 除了 可 以 完全 避免 的 过 失误 差 外 ,还 存 
在 难以 回避 的 模型 误差 、 观 测 误差 截断 误差 和 舍 入 误差 . 而 在 这 
四 种 误差 来 源 的 分 析 中 ,前 两 种 误差 是 客观 存在 的 ,后 两 种 误差 是 
由 计算 方法 所 引起 的 . 因此 ,后 两 种 误差 将 是 数值 计算 方法 的 主要 
研究 对 象 ,讨论 它们 在 计算 过 程 中 的 传播 和 对 计算 结果 的 影响 ,并 
找 出 误差 的 界 , 对 研究 误差 的 渐 近 特 性 和 改进 算法 的 近似 程度 具 
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有 重大 的 实际 意义 . 
二 、 误 差 与 有 效 数 字 


1. 绝对 误差 与 绝对 误差 限 
设 某 一 荆 的 精确 值 为 z, 其 近似 值 为 zx , 则 称 
刁 (Z) 一 工 一 并 
为 近似 值 z ”的 绝对 误差 ,简称 误差 . 
当 瑟 (z)>0 时 , 称 " 为 弱 近似 值 或 亏 近似 值 , 当 尼 (z) 一 0 
时 , 称 z" 为 强 近 似 值 或 盈 近 似 值 . 
一 般 地 , 某 一 其 的 精确 值 z 是 不 知道 的 ,因而 忌 (z) 也 无 法 求 
出 ,但 往往 可 以 估计 出 天 (z) 的 上 界 , 即 存在 ?>0, 使 得 
IE(z)| = 一 |z 一 z| 委 浊 
此 时 , 称 7 为 近似 值 z "的 绝对 误差 限 ,简称 误差 限 或 精度 . 7 越 
小 ,表示 近似 值 "的 精度 越 高 . 显然 有 
一 二 2 十 
有 时 也 用 
Z= 一 T" 十 7 
来 表示 近似 值 z "的 精度 或 精确 值 z 的 所 在 范围 , 绝对 误差 是 有 是 
纲 的 ， 
例如 ,用 毫米 刻度 的 直 尺 去 测量 一 长 度 为 zx 的 物体 , 测 得 其 
近似 值 为 二 一 84 mm, 由 于 直 尺 以 堂 米 为 刻度 ,所 以 其 误差 不 超 
过 0.5 mm, 即 





习 一 84| 委 0.5(mm). 

这 样 ,虽然 不 能 得 出 准确 值 = 的 长 度 是 多 少 ,但 从 这 个 不 等 

式 可 以 知道 x 的 范围 是 
83.5mm 入 过 委 84.5mm， 

即 说 明 z 必 在 [83.5 mm,84.5 mm] 内 . 

2. 相对 误差 与 相对 误差 限 

用 绝对 误差 来 刻画 一 个 近似 值 的 精确 程度 是 有 局 限 性 的 ,在 
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很 多 场合 中 它 无 法 显示 出 近似 值 的 准确 程度 . 如 测量 100 m 和 
10m 两 个 长 度 , 若 它们 的 绝对 误差 都 是 1 cm ,显然 前 者 的 测量 结 
果 比 后 者 的 准确 , 由 此 可 见 ,决定 一 个 量 的 近似 值 的 精确 度 , 除 了 
要 看 绝对 误差 的 大 小 外 ,还 必须 考虑 该 量 本 身 的 大 小 ,为 此 引入 相 
对 误差 的 概念 ， 
绝对 误差 与 精确 值 之 比 , 即 称 
ECz) 一 z， 
交 党 


匹 :(z) 一 


为 近似 值 zx" 的 相对 误差 . 在 实际 中 ,由 于 精确 值 x 一 般 无 法 知道 ， 
因此 往往 取 





刁 "(z) 一 芋 二 过 
作为 近似 值 z* 的 相对 误差 ， 
类 似 于 绝对 误差 的 情况 , 若 存在 8>0, 使 得 
ECz)| 一 上 5| < 
壮 
则 称 $ 为 近似 值 "的 相对 误 美 限 . 相对 误差 是 无 其 纲 的 数 ,通常 
用 百分比 表示 , 称 为 百 分 误 差 . 


根据 上 述 定义 可 知 , 当 |z 一 z "| 委 1cm 时 ,测量 100m 物体 时 
的 相对 误差 
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1E(z)| = 0000 = 0.01%， 
测 基 10m 物体 时 的 相对 误差 
E< 
| 天 .Cz)| 一 1000 = 0， 1%%， 


可 见 前 者 的 测量 结果 要 比 后 者 精确 . 所 以 ,在 分 析 误差 时 ,相对 误 
. 差 更 能 刻画 误差 的 特性 ， 
3. 有 效 数 字 
为 了 能 给 出 一 种 数 的 表示 法 ,使 之 既 能 表示 其 大 小 ,又 能 表示 
其 精确 程度 ,于 是 需要 引进 有 效 数 字 的 概念 . 在 实际 计算 中 , 当 准 
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确 值 x 有 很 多 位 数 时 ,我 们 常 按 四 舍 五 入 的 原则 得 到 zx 的 近似 值 
z 例如 无 理 数 
e 一 2.718281828…， 
若 按 四 售 五 入 原则 分 别 取 三 位 和 六 位 小 数 时 , 则 得 
es 2.72，es 2.71828. 
不 管 取 几 位 小 数 得 到 的 近似 数 ,其 绝对 误差 都 不 超过 末 位 数 的 半 
个 单位 , 即 


le 一 2.721 苹 半 X 10-:， 


le 一 2.718281 二 站 X 1075. 
下 面 我 们 将 四 售 五 人 抽象 成 数学 语言 ,进而 引进 “有 效 数 字 ” 
若 近似 值 "的 绝对 误差 限 是 某 一 位 的 半 个 单位 ,就 称 其 “ 准 
确 ” 到 这 一 位 , 且 从 该 位 直到 xz "的 第 一 位 非 零 数 字 共有 ) 位 , 则 称 
近似 数 x"“ 有 7 位 有 效 数 字 ， 
引入 有 效 数字 概念 后 ,我 们 规定 所 写 出 的 数 都 应 该 是 有 效 数 
字 , 且 在 同一 计算 问题 中 ,参加 运算 的 数 ,都 应 该 有 相同 的 有 效 数 
字 ， 
例如 ,下 列 各 数 358, 467,0. 00427511,8, 000034,8,. 000034 汉 
10: 的 具有 5 位 有 效 数 字 的 近似 值 分 别 是 358, 47,0. 0042751， 
8. 0000,8000. 0 
注意 : 8. 000034 的 5 位 有 效 数 字 是 8. 0000, 而 不 是 8, 因 为 8 
只 有 1 位 有 效 数 字 . 前 者 精确 到 0. 0001 ,而 后 者 仅 精确 到 1 ,两 者 
相差 是 很 大 的 . 显然 ,前 者 远 较 后 者 精确 ,由 此 可 见 , 有 效 数 字 尾 部 
的 零 不 能 随意 省 去 ,以 免 损 失 精度 ， 
一 般 地 ,任何 一 个 实数 x 经 四 售 五 入 后 得 到 的 近似 值 "都 可 
写成 如 下 标准 形式 
Z 一 士 (@ X 10 十 os X10 十 … 十 X10)X10". 
AN 


所 以 , 当 其 绝对 误差 限 满足 
lz 一 六 二 X 1o"-， (G1.2.2) 


时 , 则 称 近 似 值 >* 具有 ”位 有 效 数 字 , 其 中 mm 为 整数 ,ww 是 1 到 
9 中 的 一 个 数字 ,mao 是 0 到 9 中 的 数字 . 
根据 上 述 有 效 数字 的 定义 ,不 难 验证 e 的 近似 值 2. 71828 具 
有 6 位 有 效 数 字 , 事实 上 ， 
2.71828 = (2 X10-: 十 7XX10 十 1X10 3 十 8X10 
十 2X10 < 十 8X10-5) X10. 
这 里 关 =1,x 一 6. 因为 


le 一 2.71828| 王 0. 000001828… << 工 X 10-5， 


四 
所 以 它 具 有 6 位 有 效 数 字 ， 

有 效 数 字 不 但 给 出 了 近似 值 的 大 小 ,而 且 还 给 出 了 它 的 绝对 
误差 限 , 例如 有 效 数 字 3567. 82,0. 0 ,0, 4230X10-: 的 绝 
对 误差 限 分 别 为 方 X10-?, 二 X10-", 记 X10"*. 必须 注意 ,在 有 效 
数字 的 记 法 中 ,0. 423X10-: 与 0.4230X10-: 是 有 区 别 的 ,前 者 只 
有 3 位 有 效 数 字 ,而 后 者 则 具有 4 位 有 效 数 字 ， 

还 需 指出 的 是 ,一 个 准确 数字 的 有 效 数 字 的 位 数 ,应 当 说 有 无 
穷 多 位 ,例如 1/8=0. 125 不 能 说 只 有 3 位 有 效 数 字 ， 

有 效 数 字 与 绝对 误差 .相对 误 盖 有 如 下 关系 ， 

(1) 若 某 数 z 的 近似 值 zx" 有 * 位 有 效 数字 , 则 此 近似 值 z" 
的 绝对 误差 限 为 

lz 一 王 | 委 全 X 10" 
由 此 可 见 , 当 mm 一 定时 ,有 效 数 字 位 数 ” 越 多 ,其 绝对 误差 限 越 
小 . 

(2) 若 用 (1. 2. 1) 式 表示 的 近似 数 z* 具有 位 有 效 数 字 , 则 

其 相对 误差 限 为 
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| 五 (z)| 委 0 人 .23 
反之 , 若 z" 的 相对 误差 限 满足 
IE CD 生 开 人 X10 (1.2.4) 
下 
则 z* 至 少 具 有 ?位 有 效 数 字 ， 
事实 上 ,由 (1. 2.1) 式 可 知 
oa X 10 委 |z| 和 受 (oa 十 1) X 10 1 





所 以 
1 本 
人 
站 | 二 | 2 本 一 oa-1) 
| 无 " (z) | 一 [ED 入 w 广 1 二 和 关 10 
反之 ,由 
lz 一 并 | 一 |z 1， (z)| 
m 一 1 1 一 
委 (q% 十 1) X10 X TDX1l0 
三 :站 mn 
一 了 X 10 


知 ，z" 至 少 具 有 ”位 有 效 数 字 ， 

可 见 有 效 数 字 的 位 数 越 多 ,相对 误差 限 就 越 小 , 即 近似 数 的 有 
效 位 数 越 多 ,用 这 个 近似 数 去 近似 代替 准确 值 的 精度 就 越 高 . 

例 1 为 使 V20 的 近似 值 的 相对 误差 小 于 1% , 问 至 少 应 取 几 
位 有 效 数 字 ? 

解 /20 的 近似 值 的 首位 非 零 数字 是 wm=4, 由 (1.2.3) 式 有 


1E (z)| 一 x 10-e-D <1%， 
解 之 得 zx 之 2, 故 取 ”= 3 即 可 满足 要 求 . 也 就 是 说 只 要 /20 的 近似 


值 具有 3 位 有 效 数 字 , 就 能 保证 ~/20>*4. 47 的 相对 误差 小 于 1%. 
三 、 数 值 计 算 的 误差 估计 


数值 计算 中 误差 产生 与 传播 的 情况 非常 复杂 ,参与 运算 的 数 
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据 往往 都 是 些 近似 数 ,它们 都 带 有 误差 . 而 这 些 数据 的 误差 在 多 次 
运算 中 又 会 进行 传播 ,使 计算 结果 产生 一 定 的 误差 ,这 就 是 误差 的 
传播 问题 .以 下 介绍 利用 函数 的 Taylor 公式 来 估计 误差 的 一 种 常 
用 方法 , 

设 可 微 函 数 y= FCzi,zz,…，yzw) 中 的 自 变量 ri ,zz,，…，,zw 相 
互 独立 ,又 zzz zy 依次 是 riyzz， 和 zw 的 近似 值 , 则 > 的 
近似 值 交 王 FCzy zz zy )， 

将 函数 F(ziz…z) 在 点 (zy zy zy ) 处 作 泰 勒 展 开 ， 
并 略 去 其 中 的 高 阶 小 量 等 项 , 即 可 得 到 y 的 近似 值 的 绝对 误差 
和 相对 误差 的 估计 式 为 

天 (y) 一 一》 三 zzayzo) 一 Cr ) 

元 六 BFCzy 和 ) 


(zi 一 了) 
全 ar; 





BCzzeyeyzr) 
一 2 " 


党 ax “无 (zz )， (1. 2.5) 





本 人 2， 2 
Roy 全 训 ar 六 


一 人 





* 《25 〈1.2.6) 





1 3” Qr' 
以 上 两 式 中 的 各 项 
BCzly zeeizo) 和 人 
az 妨 本 


人 一 1,2,3，…y7) 
分 别 为 各 个 xz 《一 1,2,3，…m) 对 入 的 绝对 误差 和 相对 误差 的 
增长 因子 ,它们 分 别 表示 绝对 误差 天 (zx”) 和 相对 误差 玉 (z" ) 经 过 
传播 后 增 大 或 缩小 的 倍数 

利用 (1. 2.5) 式 或 (1.2. 6) 式 ,还 可 得 到 两 数 和 、 差 . 积 . 商 的 误 
差 估 计 . 


例 2 试 估计 >=FCzzayz) 一 闷 十 zz 十 … 十 mn 的 绝对 
误差 与 相对 误差 . 


解 因为 站 一 1, 所 以 由 (1. 2.57 式 知 


刁 (y) 一 写 zc )， | 瑟 (y)| 委 补 izer )|， 


即 和 的 绝对 误差 不 超过 各 加 数 的 绝对 误差 之 和 , 

为 了 估计 和 式 > 的 相对 误差 ,考虑 到 误差 源 已 (z”) 同 号 这 一 

最 坏 情 况 ,不 妨 假设 z" >>0 (=1,2,…，) ,于 是 可 得 
| 五 (y” )| 委 a | 忆 (z7 )|， 
即 和 的 相对 误差 不 超过 相 加 各 项 中 最 不 准确 的 一 项 的 相对 误差 ， 

例 3 测 得 某 桌 面 的 长 a 的 近似 值 为 ea" =120cm, 宽 2 的 近 
似 值 包 一 60cm , 若 已 知 |a 一 a"| 委 0. 2cm,10 一 包 | 委 0.1cm, 试 求 
近似 面积 S" =a "2 "的 绝对 误差 限 与 相对 误差 限 . 

解 因为 S 一 xb， 型- 腕 =。， 则 由 (1.2. 5) 式 得 

EC) 3 ECa) 十 号 -ED) 
一 入 天 (oa") 十 a" 五 (0")， 
所 以 
1 有 (CS")| 和 160X0.2| 十 1120X0.1| = 24cm2， 
而 相对 误差 限 为 
1E(S  )| 一 | 中 ?|- 1 么 5 0 33%， 

最 后 指出 ,在 由 误差 估计 式 得 出 绝对 误差 限 和 相对 误差 限 的 估 
计时 ,由 于 取 了 绝对 值 并 用 三 角 不 等 式 放大 ,因此 是 按 最 坏 的 情形 
得 出 的 ,所 以 由 此 得 出 的 结果 是 保守 的 .事实 上 ,出 现 最 坏 情形 的 可 
能 性 是 很 小 的 . 因此 近年 来 出 现 了 一 系列 关于 误差 的 概率 估计 . 一 
般 来 说 ,为 了 保证 运算 结果 的 精确 度 , 只 要 根据 运算 量 的 大 小 , 比 结 
果 中 所 要 求 的 有 效 数 字 的 位 数 多 取 1 位 或 2 位 进行 计算 就 可 以 了 . 
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8 3 选用 和 设计 算法 时 应 遵循 的 原则 


利用 电子 计算 机 来 求 数学 模型 的 数值 解 时 ,必须 首先 设计 算 
法 ,而 算法 的 好 坏 , 将 会 直接 影响 到 计算 机 的 使 用 效率 ,也 会 影响 
到 数值 计算 结果 的 精确 度 与 真实 性 , 为 了 选用 到 计算 基 小 、 精 确 度 
高 的 有 效 算 法 ,选用 算法 时 一 般 应 遵循 以 下 原则 : 算法 是 否 稳定 ， 
算法 的 逻辑 结构 是 否 简单 ;算法 的 运算 次 数 和 算法 的 存储 量 是 否 
尽 基 少 等 等 . 同时 ,为 了 让 计算 机 能 更 好 地 解决 实际 问题 ,我 们 除 
了 要 首先 建立 正确 的 数学 模型 外 ,还 应 针对 具体 问题 适当 地 选择 
与 改造 算法 ,熟悉 算法 的 设计 原理 与 计算 过 程 ,精心 设计 与 编写 计 
算 机 程序 ,才能 获得 满意 的 计算 效果 . 下 面 ,通过 对 误差 传播 规律 
与 算法 优 劣 的 分 析 ,指出 选用 和 设计 算法 时 应 注意 的 几 个 问题 . 

一 、 选 用 数值 稳定 的 计算 公式 ,控制 伟人 误差 的 传播 

-个 算法 是 否 稳定 ,这 是 十 分 重要 的 , 如 果 算 法 不 稳定 , 则 数 

值 计算 的 结果 就 会 严重 背离 数学 模型 的 真实 结果 . 因此 ,在 选择 数 
值 计 算 公式 来 进行 近似 计算 时 ,我 们 应 特别 注意 选用 那些 在 数值 
计算 过 程 中 不 会 导致 误差 迅速 增长 的 计算 公式 . 


例如 计算 定 积 分 
和 = zedr， 一 0,1,2， (1.3.1) 
利用 分 部 积分 法 不 难 求 得 到 的 递 推 关 系 式 为 
人 一 1 一 HT ii， 
(1.3.2) 
7 一 1 一 e ls 0.6321. 


由 (1, 3. 2) 可 依次 算得 结果 如 下 : 
和 一 0.6321， 厂 一 0.3680，7T2 一 0.2640， 
厂 一 0.2080， 了 = 一 0.1680， 太 一 0.1600， 
1 一 0.0400， 了 = 一 0.7200， 厅 一 一 0.7280. 


由 于 


1 
0 一 了 二 elmax(er) .| rdz = 天-， 4.3.3) 
os<xs1 0 孜 


二 
则 由 以 上 厂 的 不 等 式 可 看 出 


矿 运 二 一 0. 1250. 


可 见 按 递 推 关系 式 (1.3. 2 算出 的 Ts 的 结果 是 错误 的 , 错误 产 
生 的 原因 是 因为 rm 本 身 有 不 超过 (1/2) X10 的 舍 入 误差 ,此 误 
差 在 运算 中 传播 .积累 很 快 ,传播 到 厂 与 时 ,该 误差 已 放大 了 7 
与 8 倍 ,从 而 使 得 m,7s 的 结果 面目 全 非 . 

但 若 将 (1. 3. 2) 式 改写 为 





7 一 二 (一 7)， (1.3.4) 
二 人 
网 几 “| 
则 结合 (1, 3. 3) 式 可 得 
ai 
Ts 


当 #=7 时 ,由 上 面 的 估计 式 可 取 盖 =0.1124 作 初 始 值 , 依 算式 
(1. 3.4) 计 算 , 有 如 下 结果 ; 

九 = 0.1124， 太 = 0.1269， 太 = 0.1455， 

1 = 0.1708， 了 5 = 0.2073， 7 = 0.2643， 

= 0.3680， Jo = 0.6320， 
此 时 ,由 于 因 闷 引起 的 初始 误差 在 以 后 的 计算 过 程 中 逐渐 减 小 ， 
最 后 便 得 到 了 与 pn=1 一 e 0. 6321 相差 无 几 的 精确 结果 ， 

在 数值 计算 中 ,我 们 将 在 计算 过 程 中 误差 不 会 增长 的 计算 公 
式 称 为 是 数值 稳定 的 ,否则 就 是 不 稳定 的 . 为 了 不 影响 数值 计算 结 
果 的 精确 度 与 真实 性 ,在 实际 应 用 中 ,我 们 应 选用 数值 稳定 的 计算 
公式 ,尽量 避免 使 用 数值 不 稳定 的 公式 . 
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二 、 尽量 简化 计算 步骤 以 便 减 少 运算 次 数 


同样 一 个 计算 问题 , 若 能 选用 更 为 简单 的 计算 公式 ,减少 运算 
次 数 ,不 但 可 以 节省 计算 量 , 提 高 计算 速度 ,还 能 简化 还 辑 结构 , 减 
少 误差 积累 ,这 也 是 数值 计算 必须 遵循 的 原则 与 计算 方法 研究 的 
一 项 主要 内 容 ， 

例如 ,计算 多 项 式 

PCzr) 一 az 十 az 十 十 az 十 ao 

的 值 , 若 采用 逐 项 计算 然后 相 加 的 算法 ,计算 auz* 要 做 4 次 乘法 ， 
而 P,(z) 共 有 ?十 1 项 ,所 以 需 做 





1 十 2 十 心 十 @@ 一 1 十 呈 一 二 ne 十 1 
次 乘法 和 ?次 加 法 .但 若 采用 递 推算 法 (又 称 秦 九 韶 算 法 ) ， 


Mo 一 Co， 
人 (1.3.5) 
对 A 一 1,2,… 光 反复 执行 算式 (1. 3. 5), 则 只 需 ” 次 乘法 和 ) 次 加 
法 , 即 可 算出 P,(z) 的 值 . 
又 如 计算 和 式 
1000 1 
WE 十 1) 
的 值 , 若 直接 逐 项 求 和 , 则 其 运算 次 数 不 仅 很 多 而 且 误差 积累 也 不 
小 ,但 若 将 该 和 式 简化 为 


1000 1000 
1 


站 1 
忆 i 二 1 阿 ] 1 


! 名 +1 1001， 
则 整个 计算 就 只 需 一 次 除法 和 一 次 减法 . 


三 、 尽 量 避 免 两 个 相近 的 数 相 减 














在 数值 计算 中 ,两 个 相近 的 数 相 减 将 会 造成 有 效 数 字 的 严重 
损失 . 因此 , 遇 到 此 种 情况 ,应当 多 保留 这 两 个 数 的 有 效 数 字 , 或 尽 
13 


其 避免 减法 运算 ,改变 计算 方法 ,根据 不 同情 况 对 公式 进行 处 理 ， 
如 可 通过 因 式 分 解 分 子 分 母 有 理化 三 角 函 数 恒等式 .其 他 便 等 
式 .Taylor 展开 式 等 计算 公式 ,防止 减法 运算 的 出 现 . 

例如 , 当 z 王 1000 时 ,计算 

wz 二 TI 一 wz 
的 值 , 若 取 4 位 有 效 数字 计算 
zz 十 1 一 人 xz 一 Vi001 一 V1000~31.64 一 31. 62 一 0. 02. 

这 个 结果 只 有 一 位 有 效 数字 ,损失 了 三 位 有 效 数 字 , 从 而 绝对 
误差 和 相对 误差 都 变 得 很 大 ,严重 影响 了 计算 结果 的 精度 . 但 若 将 
公式 改变 为 

Arz 二 1T-wz = 








1 
人 A 0.01581. 
它 仍 有 四 位 有 效 数 字 ,可 见 改变 计算 公式 可 以 避免 两 个 相近 数 相 
减 而 引起 的 有 效 数 字 的 损失 ,从 而 可 以 得 到 比较 精确 的 结果 ， 
又 如 ,计算 

4=107(1 一 cos27) 

的 值 , 若 将 cos2"、0, 9994( 具 有 四 位 有 效 数 字 ) 代 入 直接 计算 
4 迟 107(1 一 0.9994) 一 6 X 103， 

这 个 结果 只 有 一 位 有 效 数字 ,但 若 利 用 公式 

1 一 cosz = 2sin: 莹 ， 

雪 
则 有 
4= 107(] 一 cos2") 一 2 X (sin1?9) X 10? 
Ax 2 X 0.01745: X 107 入 6.09 X 103. 

从 而 可 得 到 具有 三 位 有 效 数 字 的 比较 精确 的 结果 . 


、 绝 对 值 太 小 的 数 不 宜 作 除数 


在 数值 计算 中 ,用 绝对 值 很 小 的 数 作 除 数 ,将 会 使 商 的 数 基 级 
增加 ,甚至 会 在 计算 机 中 造成 “溢出 ?停机 ,而 且 当 很 小 的 除数 稍 有 
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一 点 误差 时 ,会 对 计 异 区 采 崩 啊 俱 天 . 
例如 Se 一 3141. 6, 当 分 母 变 为 0. 0011, 即 分 母 只 有 
0. 0001 的 变化 时 ， 





商 却 引起 了 巨大 变化 .因此 ,在 计算 过 程 中 ,不 仅 要 避免 两 个 相近 
的 数 相 减 ,还 应 特别 注意 避免 再 用 这 个 差 作 除 数 ， 


五 、 合 理 安排 运算 顺序 ,防止 大 数 “ 吃 掉 " 小 数 


在 数值 计算 中 ,参与 运算 的 数 有 时 数量 级 相差 很 大 ,而 计算 机 
的 位 数 是 有 限 的 ,在 编制 程序 时 ,如 不 注意 运算 次 序 , 就 很 可 能 出 
现 小 数 加 不 到 大 数 中 而 产生 大 数 “ 吃 掉 ? 小 数 的 现象 ,因此 ,两 数 相 
加 时 ,我们 应 尽量 避免 将 小 数 加 到 大 数 中 所 引起 的 这 种 严重 后 果 ， 

例如 ,对 abce 三 数 进行 加 法 运算 ,其 中 as 一 102 ,0 一 10,cs 
一 %, 若 按 (ae 十 0) 十 c 的 顺序 编制 程序 ,在 八 位 的 计算 机 上 计算 , 则 
a“ 吃 掉 2, 且 a 与 < 互相 抵消 ,其 结果 接近 于 零 ,但 若 按 (a 十 c) 十 4 
的 顺序 编制 程序 , 则 可 得 到 接近 于 10 的 真实 结果 ， 

在 实际 计算 中 ,我 们 还 要 特别 注意 保护 重要 的 物理 参数 ,防止 
一 些 重要 的 物理 基 在 计算 中 被 “ 吃 掉 ” 例 如 ,考察 物体 在 阻尼 介质 
中 的 运动 时 ,阻尼 系数 & 是 一 个 重要 的 物理 参数 , 若 在 动力 学 方程 
离散 化 过 程 中 将 4 置 于 一 个 很 大 的 数 a 的 加 减法 运算 中 , 则 就 
会 被 数 % 吃 掉 ”, 将 会 使 计算 结果 严重 失真 .因此 ,为 了 避免 大 数 
“ 吃 掉 ”小数 , 我 们 必须 事先 分 析 计算 方案 的 数量 级 ,在 编制 程序 时 
加 以 合理 安排 ,这 样 ,一 些 重要 的 物理 参数 才 不 致 于 在 计算 中 被 
“ 吃 掉 ”, 以 免 造成 有 效 数 字 不 必要 的 损失 . 


本 章 小 结 


本 章 介 绍 了 数值 计算 方法 和 误差 的 基本 概念 以 及 误差 在 近似 
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计算 中 的 传播 规律 . 误差 在 数值 计算 中 的 危害 是 十 分 严重 的 , 若 不 
控制 误差 的 传播 与 积累 , 则 计算 结果 就 会 与 真 值 有 很 大 偏差 ,甚至 
将 会 完全 淹没 真 值 . 因而 误差 的 分 析 及 其 危害 的 防止 是 数值 计算 
中 的 一 个 非常 重要 的 问题 ,应 该 引起 读者 的 充分 注意 . 

在 实际 计算 以 及 在 计算 机 上 所 进行 的 运算 中 ,参与 运算 的 数 
都 是 有 限 位 数 ,因此 有 效 数 字 的 概念 是 非常 重要 和 有 用 的 .为 了 表 
示 一 个 数 的 精确 程度 ,本 章 介 绍 了 有 效 数字 的 概念 以 及 有 效 数 字 
与 误差 的 关系 ,并 讨论 了 数值 计算 的 误差 估计 问题 ,其 中 利用 函数 
的 Taylor 展开 式 估计 误差 是 误差 估计 的 一 种 基本 方法 . 

最 后 ,本 章 还 着 重 讨论 了 选用 和 设计 算法 时 应 遵循 的 若干 原 
则 ,这 将 对 如 何 防止 误差 的 传播 和 积累 ,以 及 如 何 确定 计算 的 稳定 
性 与 判别 计算 结果 的 可 靠 性 等 很 有 帮助 . 


算法 与 程序 设计 实例 


对 ”= 一 0,1,2,…20, 计 算 定 积分 yw=| 二 dz 
算法 1 利用 递 推 公式 





om 一 太一 502o-t 四 一 1,2，…20 
取 
| 1 
= 二 xz 一 ln6 一 ln5 < 0.182322. 
算法 2 ”利用 递 推 公式 
ac 
注意 到 





~ 了 [二 + 二 ]~ 
ys 序 | 10 十 大 | 0.008730. 


算法 1 的 程序 和 输出 结果 
/* 数值 不 稳定 算法 * / 
#include(stdio.hy》 
#include(conio.hy》 
#include(math.hy》 
main() 
{ 
float y-0 王 log(6. 0) 一 log(5.0)，y-1; 
int n 一 1; 
clrscr(); /xx 清 屏 * / 
printf("y[0] 王 %% 一 20f"，y-0)， 
while(]) 
{ 
y-1 王 1.0/n 一 5x y-03 
printf("y[%d]=% 一 20f"， ny y-l) Vx 输 出 x*/ 
if(Cn 之 一 20)break; 
y-0 一 y-1; 
n 十 十 
iftCn%3 一 =0)printf(“N\n2”); 
》 
getch(); /* 保持 用 户 屏幕 */ 


y[0]=0.182322， y[1] 一 0.088392， y[2] 一 0.058039， 
y[3] 一 0. 043138， y[4] 一 0. 034310， y[5] 一 0.028448， 
y[6] 一 0.024428， y[7] 一 0.020719， y[8] 一 0.021407， 
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3y[9] 一 0. 004076， 3[L10] 一 0. 079618， 
2[11]= 一 0.307181， 23[12] 一 1.619237， 
3?[13]= 一 8. 019263， 3y[14] 一 40. 167744， 
3y[15]= 一 200.772049， y[16] 一 1003. 922729， 
y[17]= 一 5019. 554688， yy[18] 王 25097. 828125， 
y[19]= 一 125489. 085938， y[20] 一 627445. 500000. 


算法 2 的 程序 和 输出 结果 
/* 稳定 算法 * / 
林 include(stdio,hy》 
#include(conio ,hy》 
提 include(math,bhy》 
main() 
{ 
float y-0=(1/105. 0 十 1/126.0)/2，y-15 


int n 一 20; 

clrscr(); 

printf("y[20] 一 % 一 20f"，y-0); 
while(1) 


{ 
y-1 一 1/(5.0*n) 一 yY-0/5.0; 
printf("y[%d] 一 %% 一 20f"， n 一 1，y-1)， 
ii(n 玫 一 1)break; 
y-0 一 y-1; 
mn 一 一 ; 
in%3 王 一 0)printf(“\n?); 

} 

getch(); 


y[20]=0. 008730， 
y[17]=0. 009336， 
>y[14]=0.011229， 
23[11] 王 0.014071 ， 
y[8]=0. 018837， 
y[5]=0. 028468， 
y[2]=0. 058039， 


3[19] 王 0.008254， 
y[16] 一 0.009898， 
y[13] 一 0.012040， 
y[10] 王 0.015368， 
y[7]=0.021233， 
3y[4] 王 0. 034306， 
y[1]=0.088392， 


3[18] 一 0. 008876， 
3?[15] 王 0.010520， 
?[12] 一 0.012977， 
3[9]=0.016926， 
3y[6] 一 0.024325， 
3y[3] 一 0.043139， 
y[0] 一 0. 182322. 


说 明 , 从 计算 结果 可 以 看 出 ,算法 1 是 不 稳定 的 ,而 算法 2 是 
稳定 的 ， 


思 考 题 


1. 数值 计算 方法 的 主要 研究 对 象 、 任 务 与 特点 是 什么 

2. 误差 为 什么 是 不 可 避免 的 ? 用 什么 标准 来 衡量 近似 值 是 准 
确 的 ? 为 减少 计算 误差 ,应 当 采 取 哪 些 措施 ? 

3. 何谓 绝对 误差 \, 相 对 误差 ,准确 数字 .有 效 数 字 ? 它们 之 间 
的 关系 如 何 ? 

4. 何谓 数值 稳定 的 计算 公式 ? 

5. 何谓 算法 ? 评判 算法 优 劣 的 标准 有 哪些 ? 选用 与 设计 算法 
时 应 注意 些 什么 ? 


习 恩 一 


1. 指出 如 下 有 效 数 的 绝对 误差 限 ,相对 误差 限 和 有效 数 字 位 数 ， 
49X102，0. 0490，490. 00. 
2. 将 22/7 作为 的 近似 值 , 它 有 几 位 有 效 数字 ? 绝对 误差 限 
和 相对 误 卷 限 各 为 多 少 ? 
3. 要 使 V10I 的 相对 误差 不 超过 十 X10-, 至 少 需要 保留 多 
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少 位 有 效 数字 ? 

4. 设 z* 为 的 近似 数 ,证 明 \Yz 的 相对 误差 约 为 xz* 的 相对 
误差 的 二 倍 

5. 求 V20 的 近似 有 效 数 ， 

(1) 使 绝对 误差 不 超过 0. 01; 

《2) 使 相对 误差 不 超过 0. 01. 

6. 正方 形 的 边 长 约 为 10 em, 问 测量 边 长 的 误差 界 多 大 时 才 
能 保证 面积 的 误差 不 超过 0. 1cm2? 

7. 设 zx 的 相对 误差 为 1% , 求 mm 的 相对 误 关 ， 

8, 为 使 积分 7= | e ”dz 的 近似 值 的 相对 误 卷 不 超过 19， 
问 至 少 要 取 几 位 有 效 数字 ? 

9. 设 *= 半 ge, 假定 & 是 准确 的 ,而 对 :的 测量 有 士 0. 1 秒 的 
误差 , 试 证 当 上 增加 时 ,s 的 绝对 误差 增加 ,而 相对 误差 却 减少 , 

10, 已 知 4= (V2 一 1)*, 取 /2 :1.4, 利 用 下 列 各 式 计算 
4, 问 哪 一 个 得 到 的 计算 结果 最 好 ? 








1 
(1) 一 一 一 一 (2) (3 一 2 / 2) 
(CVD9 ， 
1 
(3) 一 一 一 一 一 (4) 99 一 70~/ 2 . 
(3 十 2 /了 5 
11. 机 使 计算 结果 比较 精确 : 
(1) 过去 - 1 lz 和 1; 
(27 jz 十 圭一 \/ = 一 工 ，|zl| 六 1; 
并 
(3) 工 -os， lz 和 1 且 zx 尖 0. 


12， 数列 z, 满足 递 推 公式 z,=10z，, 一 1 (=1,2,……). 若 
zo 一 W 2 1.41( 三 位 有 效 数 字 ), 问 按 上 述 递 推 公式 ,从 ze 到 zw 
时 误差 有 多 大 ? 这 个 计算 过 程 稳定 吗 ? 
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第 二 章 ”线性 方程 组 的 数值 解法 





在 自然 科学 与 工程 技术 中 ,很 多 问题 的 解决 常常 归结 为 解 线 
性 方程 组 ,如 电学 中 的 网 络 问题 ,船体 数学 放样 中 建立 三 次 样 条 函 
数 问题 ,机 械 和 建筑 结构 的 设计 和 计算 等 . 因此 ,如 何 利 用 电子 计 
算 机 这 一 强 有 力 的 计算 工具 去 求解 线性 方程 组 ,这 是 一 个 非常 重 
要 的 问题 . 对 此 ,本章 着 重 讨论 了 在 电子 计算 机 上 求解 系数 行列 式 
不 为 零 的 阶 非 齐 次 线性 方程 组 hx 一 的 两 类 主要 解法 一 一 直 
接 ( 解 ) 法 和 迭代 ( 解 ) 法 . 

所 谓 直接 法 (也 叫 精 确 法 ), 是 指 在 没有 舍 入 误差 的 假设 下 ,经 
过 有 限 步 运算 即 可 求 得 方程 组 的 精确 解 的 方法 . 但 实际 计算 中 由 
于 售 和 人 误差 的 存在 和 影响 ,这 种 方法 也 只 能 求 得 线性 方程 组 的 近 
似 解 . 在 本 章 中 ,将 主要 介绍 这 类 算法 中 最 基本 的 高 斯 消去 法 , 平 
方 根 法 ,追赶 法 等 . 这 类 方法 是 解 低 阶 稠密 矩阵 方程 组 及 某 些 大 型 
稀 玻 方程 组 (例如 ,大 型 带 状 方程 组 ) 的 有 效 方 法 ， 

和 迭代 法 是 用 某 种 极限 过 程 去 逐步 通 近 线性 方程 组 精确 解 的 方 
法 , 即 是 从 一 个 初始 向 量 x "出 发 ,按照 一 定 的 选 代 格 式 产生 一 个 
向 量 序列 {x% ,使 其 收敛 到 方程 组 hx= 必 的 解 , 达 代 法 的 优点 是 
所 需 计 算 机 存储 单元 少 ,程序 设计 简单 ,原始 系数 窍 阵 在 计算 过 程 
中 始终 不 变 等 .但 迭代 法 存在 收敛 性 及 收敛 速度 问题 . 和 迭 代 法 是 解 
大 型 稀疏 矩阵 方程 组 (尤其 是 微分 方程 离散 后 得 到 的 大 型 方程 组 ) 
的 重要 方法 . 

本 章 分 别 讲述 求解 线性 方程 组 的 各 种 方法 . 8 1 讲述 线性 方 
程 组 的 直接 解法 , $ 2 讲述 线性 方程 组 的 迭代 解法 ,3 讨论 欠 代 
法 的 收敛 性 本 章 内 容 是 线性 方程 组 数值 解法 的 基础 . 
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8 1 线性 方程 组 的 直接 解法 


一 、 高 斯 (Gauss) 列 主 元 消去 法 


高 斯 列 主 元 消去 法 是 计算 机 上 常用 来 求解 线性 方程 组 的 一 种 
直接 解法 , 它 是 在 高 斯 消去 法 的 基础 上 的 改进 ,下 面 先 介绍 高 斯 消 
去 法 ， 

1， 高 斯 消去 法 

高 斯 消去 法 (也 称 为 顺序 高 斯 消去 法 ) 是 一 种 古老 的 求解 线性 
方程 组 的 方法 . 其 基本 思想 是 在 逐步 消 元 的 过 程 中 ,把 系数 抢 阵 约 
化 成 上 三 角 和 矩阵, 从 而 将 原 方程 组 约 化 为 容易 求解 的 等 价 三 角 方 
程 组 ,再 通过 回 代 过 程 即 可 逐一 求 出 各 未 知 数 , 下 面 以 三 元 线性 方 
程 组 为 例 来 说 明 高 斯 消去 法 的 基本 思想 . 


设 有 线性 方程 组 
am zi 十 ai2 za 十 al zs 一 的 (2.1.1) 
| 十 aiza 十 8 zs 一 6 (2.1. 2) 
art 十 agozs 十 azs 一 0 ， 和 


若 af 由 天 0, 则 将 方程 (2. 1. 分 别 乘 以 一 一 和 , 然 后 加 到 方 
11 11 
程 (2.1.2) 和 (2.1. 3) 中 ,消去 这 两 个 方程 中 的 xi, 得 同 解 方程 组 


OO 《CD (PCD 
an zl 十 az zz 十 axs 一 b， 〈2.1, 1) 

(2) 《2) (2》 
az2 zz 十 Q23 7Z3 一 b2 ， 62. 1 4) 
aa 十 aa 一 02 (2.1.5) 

《0D 
Qt 
2) On 人 
ay 一 Qi 一 本 (Go 一 2,3)， 


6 一 的 ) 一 人， (一 2,3)， 


1 
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若 o 多 天 0, 再 将 方程 (2. 1. 4) 乘 凡 一 全 ;并 加 到 方程 (2. 1. 5) 中 , 消 





Q22 
去 z:, 得 同 解 方程 组 
ai 十 airzs 十 azs 一 人， (2.1.1) 
a2ze 十 agri 一 022， (2.1.4) 
as 一 的 2， 〈2.1.6) 
其 中 
CC Cet2) 
0 二 次 生 让 32 《2) 0 本 人 32 202 ， 


于 是 得 到 与 原 方程 组 等 价 的 上 三 角 方 程 组 . 进而 可 由 方程 (2.1. 6) 
求 得 xs, 再 将 zs 的 值 代 入 方程 (2. 1.4) 求 出 zz, 最 后 将 zzs 的 值 
代入 方程 (2. 1. 1) 求 出 zi 这 种 通过 逐步 消 元 将 原 方程 组 化 为 上 
三 角 方 程 组 求解 的 方法 称 为 高 斯 消去 法 . 而 将 原 方程 组 逐步 化 为 
同 解 的 上 三 角 方 程 组 的 过 程 称 为 消 元 过 程 , 按 方程 相反 顺序 逐步 
求解 上 三 角 方 程 组 的 过 程 称 为 回 代 过 程 , 

上 述 方法 可 推广 到 一 般 情 况 ， 


设 ”元 线性 方程 组 
)》 》 
4 一 .000， 
GD Gy CD) | 
人 名 | 
《1) 《1) 《1) (1) 
Q Q 4 4 
21 22 2n 2 
4 ”一 ， 大 一 as 
GD 41) GD CD 
WE ， 





若 约 化 的 主 元 o 名 关 0 (=1,2,…,%), 则 可 通过 高 斯 消去 法 
(不 进行 行 交 换 ) 将 方程 组 40 民 一 5 约 化 为 同 解 的 三 角形 方程 组 
4 天 = bo， 
即 
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Ganl1 Qal2 Qln 0 
本 区 
0 9 em on 
并 由 回 代 公式 
om 
一 
如 一 人 oa 
Li -去 计 (人 一 一 1 一 21) 
Qi 
求 得 方程 组 的 解 . 


易 见 ,高 斯 消去 法 的 特点 是 每 次 都 是 按照 系数 抢 阵 的 主 对 角 
线 上 元 素 的 顺序 依次 消去 对 角 线 下 方 的 元 素 , 若 考 虑 高 斯 消去 法 
的 一 种 修正 , 即 消去 对 角 线 下 方 和 上 方 的 元 素 , 则 这 种 方法 称 为 高 
斯 -车 当 (Gauss-Jordan) 消 去 法 ,而 主 对 角 线 上 的 元 素 a 吕 称 为 主 
元 . 在 这 种 按 顺 序 消 元 的 过 程 中 ,可 能 会 出 现 两 个 问题 ， 

(1) 一 旦 遇 到 某 个 主 元 e 吕 = 0, 则 消 元 过 程 便 无 法 继续 进行 

(2) 即使 主 元 素 不 为 零 , 但 与 该 元 素 所 在 列 的 对 角 线 以 下 的 
各 元 素 相 比 , 它 的 绝对 值 很 小 ( 称 为 小 主 元 ?时 ,尽管 消去 运算 可 以 
进行 下 去 ,但 用 其 做 除数 , 故 其 小 小 的 含 人 误差 将 会 引起 计算 结果 
的 严重 扩散 与 失真 . 例如 下 述 方程 组 

0.00001zi 十 2zs = 2， 
ZI 十 zz 一 3， 

其 准确 到 小 数 点 后 第 9 位 的 解 为 ri =2. 000010000，zz = 
0. 999898999. 但 若 依 顺 序 高 斯 消去 法 并 在 计算 机 编程 计算 过 程 中 
用 四 位 十 进 制 浮 点 数 求解 ( 随 着 计算 机 的 飞速 发 展 , 目 前 一 般 不 使 
用 定点 表示 而 使 用 浮 点 表示 法 ), 用 第 1 个 方程 消去 第 2 个 方程 的 
zl 得 

10 -4 X 0.1000xi 十 10 X 0.2000zx; = 10 X 0.2000， 

一 105 X 0. 2000z: 一 一 105 X 0. 2000， 
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可 代 后 解 得 zz: 一 1,zi=0. 与 精确 解 相 比 , 结 果 严 重 失真 , 究 其 原 
因 是 用 了 “小 ? 主 元 做 除数 ,致使 舍 入 误差 增 大 ,有 效 数 字 消失 . 因 
此 ,顺序 高 斯 消去 法 并 非 实用 的 消 元 方法 . 如 果 在 消 元 前 先 交 换 两 
个 方程 的 位 置 , 变 为 
| 2 十 zz 一 3， 
0. 00001zxi 十 2zz 一 2， 
对 此 方程 消 元 得 三 角 方 程 组 
人 十 zz 一 3， 
1. 99999zs 一 1. 99997， 
回 代 得 解 为 zz:=0. 99999,zi 一 2. 00001, 结 果 与 准确 解 非常 接近 
可 见 ,第 一 种 算法 是 不 稳定 的 ,第 二 种 算法 是 稳定 的 .此 例 说 明 , 在 
消 元 过 程 中 ,应 避免 选取 绝对 值 较 小 的 数 作 主 元 ,否则 可 能 导致 结 
果 错 误 `. 计 算 失败 . 根据 主 元 素 的 选取 范围 不 同 ,通常 又 分 为 按 列 
选 主 元 和 全 面 选 主 元 两 种 方法 ， 
2， 列 主 元 消去 法 
列 主 元 消去 法 能 有 效 避 免 高 斯 消 元 过 程 中 出 现 的 两 个 问题 ， 
它 是 直接 法 中 最 常用 的 一 种 方法 . 在 按 列 选 主 元 的 消 元 过 程 中 ,每 
次 选 主 元 时 , 仅 依次 按 列 选 取 绝 对 值 最 大 的 元 素 作为 主 元 素 , 它 只 
进行 行 交 换 ,而 不 产生 未 知 数 次 序 的 调换 . 下 面 再 通过 具体 例子 加 
以 说 明 ， 
例 1 求解 线性 方程 组 
柜 十 zz 十 2zs 一 5， 











5zl 一 zz 十 zs 一 8， 
2Z1 一 37z 一 4zs 一 一 4 


解 方程 组 的 增 广 矩阵 为 


2 1 2323; 5 
5 -1 1 8|. 


1 -3 一 4 一 4 
在 第 一 列 中 选取 绝对 值 最 大 的 元 素 aa 一 5 作为 主 元 ,将 第 2 行 与 
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第 1 行 交换 ,得 


5 -1 1 8 

| 1 :| 直 

1 二 
将 第 1 行 分 别 乘 以 一 二 ,一 志 加 到 第 2,3 行 ,得 
r5 一 1 8] 
0 14 16 1.8|， 
Lo 一 2.8 一 4.2 3 一 5.6 
再 在 第 2 列 的 元 素 co=1. 4,as= 一 2. 8 中 选取 绝对 值 最 大 的 元 
素 作 主 元 ,这 里 主 元 是 cs 一 一 2.8. 又 将 第 3 行 与 第 2 行 交 换 , 得 
[5 一 1 1 8] 
0 一 2.8 一 4.2; 一 5.6|， 
14 16 418 
将 第 2 行 乘 以 0. 5 加 到 第 3 行 ,得 








[5 一 :1 1 1 8 
0 一 2.8 一 42; 一 5.6|， 
LO0 0 一 0.51 一 也 


最 后 利用 回 代 即 可 求 得 方程 组 的 解 为 z 一 2,zs? 一 一 1,zi 一 1 

由 上 例 的 求解 过 程 可 以 看 出 ,高 斯 列 主 元 消去 法 的 特点 是 : 
每 次 在 系数 矩阵 中 依次 按 列 在 主 对 角 线 及 以 下 的 元 素 中 ,选取 绝 
对 值 最 大 的 元 素 作为 主 元 ,将 它 调 至 主 对 角 线 上 ,然后 用 它 消去 主 
对 角 线 以 下 的 元 素 , 最 后 变 为 同 解 的 上 三 角形 方程 组 去 求解 ， 





一 般 地 , 设 有 ， 元 线性 方程 组 
40 半 一 5 (2.1.7) 
其 中 
人 名 
《1)》 (1) (1) 人 1) 
h 一 | 各 全” |， = | |， 


(CD 人 CU CD 
Crl 0o2 CQm Te 妨 
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由 线性 代数 知 , 当 4 为 非 奇 异 矩 阵 时 ,方程 组 (2. 1. 7) 有 惟一 解 ， 
为 此 我 们 假定 4” 为 非 奇 异 矩 阵 . 此 时 ,高 斯 列 主 元 消去 法 的 消 元 
过 程 为 : 

第 一 步 ”对 方程 组 (2. 1.7) 确 定 , 使 |aw | 一 max1an | ,于 


是 选取 ai 作为 第 1 个 主 元 ,然后 交换 第 1 个 和 第 六 个 方程 , 仍 记 


为 (2.1.7) ,利用 第 1 个 方程 将 后 ”一 1 个 方程 中 的 z 消去 , 仍 记 
为 (2.1.7)， 

第 二 步 对 方程 组 (2. 1. 7 确定 ?使 1a22 1 一 max 1e2 |, 则 

选取 a 吕 作为 第 2 个 主 元 ,然后 交换 第 2 个 和 第 ?2 个 方程 , 仍 记 为 

(2.1.7), 又 利用 第 2 个 方程 将 后 ”一 2 个 方程 中 的 zs 消去 . 依 此 
类 推 , 进 行 "一 1 步 方 程 组 就 约 化 为 上 三 角形 方程 组 ,最 后 由 回 代 
过 程 即 可 求 出 方程 组 的 解 . 

综 上 所 述 ,高 斯 列 主 元 消去 法 的 具体 计算 步骤 为 ， 

(1) 消 元 过 程 . 对 & 一 1,2,，…' 一 1 ,进行 如 下 运算 ; 

1) 选 主 元 . 找 行 号 ieE 人 ea) 使 la 一 maxlot 1 

2) 交换 [4” ,52] 中 的 Ai 两 行 

3) 消 元 : 对 ii 一 & 十 1 和 一 ea 和 /al 

对 jj 一 & 十 1 十 1，alt 一 a 和 一 0 人 ， 

(2) 回 代 过 程 . 按 下 述 公式 


is 一 bo/am 


人 


二 [Lo 一 六 an]/ap， i 一 一 1 一 21， 
十 1 
回 代 求 解 即 可 得 到 方程 组 (2. 1. 7 的 解 . 
二 、 高 斯 全 主 元 消去 法 


高 斯 全 主 元 消去 法 选取 主 元 的 范围 更 大 ,对 增 广 矩阵 
[4 ; 05 站 来 说 ,第 1 步 是 在 整个 系数 失 阵 中 选 主 元 ,即将 绝对 值 
最 大 的 元 素 经 过 行列 交换 使 其 置 于 al 元 素 的 位 置 ,然后 进行 消 
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元 过 程 ; 第 2 步 是 在 L42 ; %2] 中 划 掉 第 一 行 第 一 列 后 剩余 的 
2 一 1] 阶 子 系数 矩阵 


人 (2 
2 023 ”4 
(2) (2) CD) 
CQ22 033 “Qi 
(2 (2) (2) 
3 





中 选 主 元 ,并 通过 行 、 列 交换 置 其 于 a 罗 元 素 的 位 置 ,然后 再 进行 
消 元 过 程 ; 以 后 各 步 类 似 进 行 ,最 后 得 到 与 原 方程 组 (2. 1. 7) 等 价 
的 一 个 上 三 角形 方程 组 ,再 由 回 代 过 程 即 可 求 得 原 方程 组 的 解 . 

由 于 全 主 元 消去 法 每 步 所 选 主 元 的 绝对 值 不 小 于 列 主 元 消去 
法 同一 步 所 选 主 元 的 绝对 值 ,因而 全 主 元 消去 法 的 求解 结果 更 加 
可 靠 ,但 由 于 选取 主 元 的 范围 扩大 ,无疑 需 花 费 更 多 的 时 间 进 行 比 
较 , 又 由 于 对 增 广 矩 阵 经 过 了 行列 交换 后 ,未 知 基 的 次 序 改变 了 ， 
这 就 使 得 算法 的 逻辑 结构 变 得 更 复杂 ,需要 占用 的 机 时 较 多 .而 列 
主 元 消去 法 的 计算 结果 已 比较 理想 ,而 且 它 既 简单 ,又 能 满足 精度 
要 求 ,达到 较 好 的 数值 稳定 性 , 故 在 实际 计算 中 经 常 使 用 列 主 元 消 


三 、 选 主 元 素 消去 法 的 应 用 
1. 求 北 红 阵 
设 4 一 (ai)xn 可 道 , 巨 为 怀 阶 单位 矩阵 ,对 (4 ; 已)， 即 
QI Qi2 ai ;1 
Q21  Qa22 Q2n 1 
0 
由 CQn2 Oomm 1 


按 列 选 主 元 素 后 再 用 高 斯 - 若 当 消去 法 将 左边 的 矩阵 4 化 为 单位 
和 矩阵 已 , 则 可 得 如 下 矩阵 
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1 po 


从 而 可 得 逆 阵 4 -= (pv),xw* 这 是 实用 中 求 着 矩阵 的 可 舒 方 法 . 
例 2 求 矩阵 


2 症 
4= | 一 23 11 1 
”二 : 


的 逆 矩 阵 ,小数 点 后 至 少 保留 3 位 ， 
解 用 按 列 选 主 元 素 的 高 斯 - 若 当 方法 . 
了 二 1 攻 一 2 ;1 0 0| 











一 23| 11 1;0 10 


到 um lolo 

















Fi | 
11 -3 -21 00 
1 一 2 2;0 0 1 
[一 0.478 一 0.044;10 一 0.044 
人 1 
-到 靖 二 | 2.261| 一 1.522 0.478 
[0 一 1.522 2.044 0 0.044 
0 一 0.365;0.211 0.057 0 
_ 第 2 次 消 元 、|0 1 一 0.673 ; 0.442 0.211 0 
0 0 1.019| ; %.673 0.365 1 
2 站 0 0;0.452 0.188 0.358 
3 次 消 元 
一 人 |01oo886 0452 066o|， 
上 0 0 1;0.660 0.358 0.981 
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0.452 0.188 0. 358 
所 以 4-:s |0.886 0.452 0.660|. 


0.660 0.358 0.981 


2， 求 行列 式 
设 有 和 抢 阵 
au ai aqQnn 
半 Q21 0Q22 ”0Q?n ， 
CQ Qm 


用 主 元 素 消去 法 将 其 化 为 上 三 角 矩 阵 , 并 设 对 角 元 素 为 blvbz， 
…vbm* 故 4 的 行列 式 为 

det(4) 一 〈 一 1)"bnb2…bmy 
其 中 普 为 所 施行 的 行列 交换 的 次 数 , 这 是 实用 中 求 行列 式 值 的 
可 靠 方法 . 


、 矩 阵 的 三 角 分 解 


由 以 上 讨论 我 们 看 到 ,高 斯 消去 法 的 消去 过 程 是 将 矩阵 
[4 ;09 站 逐步 变换 成 矩阵 [4"” ; b"], 用 和 抢 阵 的 观点 来 看 ,消去 
法 的 每 一 步 相当 于 用 一 个 初等 下 三 角 阵 去 左 乘 方程 的 两 端 . 以 下 
我 们 将 用 矩阵 的 理论 来 分 析 高 斯 消去 法 ,从 而 建立 矩阵 的 三 角 分 
解 定理 ,并 可 用 它 对 特殊 系数 矩阵 的 方程 组 建立 一 些 特殊 解法 . 下 
面 仍 以 三 元 线性 方程 组 为 例 加 以 说 明 . 

设 有 线性 方程 组 

人 二 克 十 人 
人 二 十 
二 
记 
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(1D) 
妃 


和， 
an ai2 43 1 
GO) 0 上 18 
4 一 |a az as|，xz= 一 zl， 的 = |， 
人 《CD 
3 


3 2032 03 


则 上 述 方程 组 的 抢 阵 形式 为 


4mz 一 050， 
其 增 广 矩阵 为 
[4o ji 89]. 
不 难 验证 ,高 斯 消去 法 的 第 一 步 是 用 下 三 角 阵 


1 0 
六 一 | 一 各 1 
一 0 1 
去 左 乘 增 广 矩阵 [4 ; bg] 其 中 心 =af yail 一 2,3, 即 
ai 6 
了 [40) 于 和 [LA | 二 5] ae 0 aa Q 人 7 0 


(2) (2 2) 
0 as da ji 多 


记 42 一 己 40 02 一 已 50 ， 则 
[Pi4ow ;DoD] 一 [42 150]。 
同 理 ,高 斯 消去 法 的 第 二 步 是 用 下 三 角 阵 


0 
Za 一 |0 1 
有 1 


去 左 乘 增 广 抢 阵 [42 ; 62], 其 中 fa 一 a2/a2 , 即 
人 


L[4e ;60] = [Lahe iabo] = | 0 人 罗 |. 
0 0 虽 
记 4 一 Le42 69 一 Lo, 且 由 上 式 可 以 看 出 , 4 为 上 三 角 阵 . 
由 于 和 抢 阵 书 与 !a 的 行列 式 | 二 [一 |Z1 一 1, 所 以 二 与 忆 存 
31 


1 

0 1 

1 
ce 1 | 

0 lo 1 


于 是 可 得 Ah4O) 一 天 1AG AD 一 5714@ ， 从 而 有 AD 一 ZTZL74G 
因为 

1 

La 

人 ZL32 1 
记 志 = ZI , 则 世 是 一 个 主 对 角 线 元 素 为 1 的 下 三 角 阵 , 称 为 单 
位 下 三 角 阵 . 又 记 4 一 40 ,0 一 49 ,于 是 有 4 一 蕊 以. 

上 述 分 析 说 明 : 当 ai 天 0,a 呈 天 0 时 ,通过 高 斯 消去 法 ,可 将 
方程 组 的 系数 矩阵 4 分 解 为 一 个 单位 下 三 角 阵 了 与 一 个 上 三 角 
阵 过 的 乘积 ,这 种 分 解 称 为 矩阵 4 的 世 0 分 解 . 显然 ,以 上 分 析 对 
严 元 线性 方程 组 也 是 成 立 的 ， 

对 任意 一 个 阶 方 阵 4, 一 般 地 说 不 一 定 都 能 作 工 避 分 解 , 即 
使 能 作 工 UD 分 解 , 其 分 解 式 也 不 一 定 是 惟一 的 . 为 了 确保 分 解 的 惟 
一 性 ,我 们 引入 如 下 定义 与 4 的 工 咏 分 解 的 惟一 性 定理 . 

定义 1 如 果 忆 为 单位 下 三 角 阵 ，D 为 上 三 角 阵 , 则 称 4= 
了 V 为 杜 里 特 尔 (Doolittle 分解 ;如 果 世 为 下 三 角 阵 ,DC 为 单位 上 
三 角 阵 , 则 称 4=Z 民 1 为 克 劳 特 (Crout) 分 解 . 

定理 1 ?” 阶 (*2) 抢 阵 4 有 惟一 杜 里 特 尔 分 解 (或 克 劳 特 
分 解 ) 的 充 要 条 件 是 4 的 前 "一 1 个 顺序 主子 式 都 不 为 零 ， 

证 明 略 , 

如 果 对 ”个 方程 的 ”元 线性 方程 组 4 必 一 的 系数 怎 阵 4 能 
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三 








作 工 D 分 解 , 即 4 一 世 忆 , 则 方程 组 等 价 于 
了 UX 一 站 (2.1.8) 
若 令 UX=Y, 则 二 7Y=5. 从 而 原 方程 组 的 求解 就 转化 为 下 述 方程 
组 
7 一 久 ， (2.1.9) 
UX 一 7 (2.1.10) 
的 求解 . 而 三 角 方 程 组 (2. 1.9) 和 (2. 1. 10) 很 容易 由 回 代 公 式 求 
解 . 

将 矩阵 4 作 志 ! 分 解 的 重要 性 在 于 ,根据 线性 方程 组 系数 矩 
阵 4 的 具体 性 质 ,可 以 作 不 同 的 亏 5 分 解 , 从 而 可 得 到 解 线性 方程 
组 的 不 同 的 直接 解法 . 

以 下 详细 讨论 系数 矩阵 4 的 三 角 分 解 ,这 里 以 杜 里 特 尔 分 解 
为 例 ( 克 劳 特 分 解 完全 类 似 ), 依 定理 1, 若 抢 阵 4 的 各 阶 顺 序 主子 
式 都 不 为 零 , 则 4 可 作 惟 一 的 工 U 分 解 . 设 


1 WII WII2 “” Min 





由 矩阵 乘法 运算 
国 一 Opaui (一 1 2oz)， 
类 一 】 
并 注意 到 : 心 =1,05 一 0 (<7j， 一 0 (> 力 , 可 得 


可 和 
一 aj 一 2)Uuam (7 一 外 大 二 1)， Ca 
ye 


2=(a=- 吕 ol G 一 A 十 1 十 2 。 《2.1.12) 
以 上 两 式 有 如 下 计算 特点 : D 的 元 素 按 行 求 , 世 的 元 素 按 列 求 ; 先 
求 愉 的 第 行 元 素 , 然 后 求 也 的 第 ~ 列 元 素 ,C 和 二 一 行 一 列 交叉 
计算 ,矩阵 4 的 工 U 分解 可 按 下 图 逐 框 计算 ， 

S3 





由 上 图 可 见 , 计 算是 按 一 框 一 框 进行 的 . 由 于 以 上 计算 是 通过 已 知 
数 和 已 经 求 出 的 数 来 求 得 ww 和 和 ,计算 时 不 必 记 录 中 间 结 果 , 故 
这 种 算法 也 称 为 紧凑 格式 . 


当 抢 阵 4 完成 二 分 解 后 , 则 线性 方程 组 4X 一 绢 的 解 就 等 价 
于 以 下 两 个 三 角 方 程 组 


人 一 思 ， 
DX 一 了 
的 解 , 而 求解 志 Y= 必 的 递 推 公式 为 


妨 一 久 ， 
二 办 三 员 o i 一 2，3 on 
求解 DX 的 遂 推 公式 为 、 
zi 一 [yy 一 疼 un ju i 一 mo 一 1，…，2，1， 
例 3 利用 矩阵 的 0 分 解 求解 线性 方程 组 














2 3 一 4]|m 一 启 

ce 13 | | zz 下 5 
2 10 0 一 3 引 | ao 

4 14 9 一 13J LUr 7 

解 第 一 步 计算 的 第 一 行 民 的 第 一 列 , 得 
2 一 1，zz 一 22， 一 3，a24 一 一 4， 

Za 一 azi/un 3， pa 一 ai/al 一 2， 


如 一 an/ 一 4. 
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第 二 步 ” 计 算 忌 的 第 二 行 忆 的 第 二 列 , 得 


za2z 一 a22 一 atlz 二 2， 


223 一 423 一 Lattts 一 一 3， 


ta2t 一 Q24 一 lz 一 1， 


2 一 (as 一 fattaz)/uzz 一 3， 


La 一 (ae 一 auz)Vuzz 一 3. 
第 三 步 ”计算 忆 的 第 三 行 忆 的 第 三 列 , 得 


Ma3 一 as 一 Latl3 一 aztl2s 一 3， 


at 一 4at 一 La 一 Laztlz4 一 2， 





La (as 


Lais 


Laztza)/uas 一 2. 





第 四 步 ” 计 算 口 的 第 4 行 , 即 ww 得 











MU 一 Q4 一 La 一 442&24 一 143&34 4， 
从 而 
1 2 3 一 人 
1 3 
2 10 0 光 渴 
4 14 六 
1 0 0 01 汪 证 
二 二 工 0 和 1 
3 1 0||l0 0 3 2 
4 3210 0 和 3 
求解 
1 0 0 0 过 
--3 10 905- 5 
2 3 1 0|” 10 
43 2 jb 7 


得 y= (一 2, 一 1,17, 一 16)7. 求 解 
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1 2 3 一 纠 一 2 
0 -3 二 让 = 
罗 人 
0 0 0 一 和 tr -16 


得 X 一 (1,2,3,4)7. 

如 果 4 是 盖 阶 对 称 和 矩阵 ,由 定理 1 还 可 得 如 下 分 解 定 理 : 

定理 2 若 4 为 寻 阶 对 称 和 矩阵 , 且 4 的 各 阶 顺 序 主子 式 都 不 
为 零 , 则 4 可 惟一 分 解 为 

4 一 LDLIT， (2.1.13) 

其 中 二 为 单位 下 三 角 阵 ,D 为 对 角 阵 ， 

证 明 因为 4 的 各 阶 顺 序 主子 式 都 不 为 零 , 由 定理 1 知 ,4 可 
惟一 分 解 为 


1 RH MI2 11 

L 2 人 
用 让 区 也 21 22 2 

ll 1 mm 


因为 zw 夫 0 (=1,2,，…) ,所 以 可 将 已 分 解 为 


1 区 


MI La VD 
122 2n 
一 二 
忆 名 2 DU'， 
tm 
1 


其 中 忆 为 对 角 和 矩阵 ,Di 为 单位 上 三 角 阵 .于 是 
4 一 ZLDU = 二 (CDU)， 
因为 4 为 对 称 和 矩阵, 所 以 
4=4T=VUIDILT = ULCDLT). 
由 4 的 过 D 分 解 的 惟一 性 即 得 
五 三 1 
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即 D= 民 7, 故 4 一 CDZT. 
五 、 平 方 根 法 及 改进 的 平方 根 法 


工程 技术 中 的 许多 实际 问题 所 归结 出 的 线性 方程 组 ,其 系数 
矩阵 常 有 对 称 正定 性 ,对 于 具有 此 类 特性 的 系数 矩阵 ,利用 和 抢 阵 的 
三 角 分 解法 求解 是 一 种 较 好 的 有 效 方 法 ,这 就 是 对 称 正 定 矩 阵 方 
程 组 的 平方 根 法 及 改进 的 平方 根 法 ,这 种 方法 目前 在 计算 机 上 已 
被 广泛 应 用 ， 

1. 正定 红 阵 及 其 性 质 

定义 2 设 4 是 ” 阶 实 对 称 抢 阵 , 若 对 任何 非 零 XE 尺 , 恒 有 
XI4X>0, 则 称 4 为 对 称 正 定 和 矩阵， 

由 线性 代数 知 , 正 定 矩 阵 具 有 如 下 性 质 (证 明 略 )， 

(1) 正定 抢 阵 4 是 非 奇异 的 ， 

(2) 正定 抢 阵 4 的 任 一 主子 矩阵 4，(r 王 1,2,…，2 一 1) 也 必 
为 正定 抢 阵 ， 

(3) 正定 矩阵 4 的 主 对 角 元 w (=1,2，…m) 均 为 正 数 ; 

《4) 正定 失 阵 4 的 特征 值 4>>0 G 一 1,2，…z); 

(5) 正定 矩阵 4 的 行列 式 必 为 正 数 ， 

定理 3 ”对称 矩 阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 各 阶 顺序 
主子 式 det(4) 盖 0 (一 1，2，…). 

《证 明 从 略 ) 

2， 对 称 正 定 和 阵 的 三 角 分 解 

定理 4(Cholesky 分 解 ) 设 4 为 阶 对 称 正定 矩阵 , 则 存在 
惟一 的 主 对 角 线 元 素 都 是 正 数 的 下 三 角 阵 工 ,使 得 

4 = 工 LT. (2.1.14) 

证 明 因为 4 为 对 称 正 定 矩阵 , 则 由 以 上 性 质 (1)、(2) 和 定 

理 2 知 , 必 存 在 惟一 的 单位 下 三 角 阵 已 和 对 角 阵 也 ,使 得 
4 一 志 DZLL. 
下 面 证 明了 的 对 角 元 素 由 (=1,2,…，,z) 都 是 正 数 ， 
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由 于 忆 非 奇 异 , 所 以 存在 一 非 零 列 向 量 居 , 使 得 二 X 一 e ,其 

中 = 一 (0,…,0,1,0,…,0)5. 由 4 的 正定 性 得 
0 < 一 XT4 克 一 XTCLLDLT) 关 一 (ZI)TD 人 (ZI ) 
一 efDe = 必 《 一 1,2，0)， 

用 三 表 示 对 角 元 素 为 VCG=1,2，…o) 的 对 角 阵 , 则 有 

4 一 万 DET 一 已 于 DT 一 (CEDED)CLD)T。 
令 工 = 已 太 , 则 得 

4 = LLT， 

其 中 工 为 对 角 元 素 都 是 正 数 的 下 三 角 阵 . 证 毕 . 

分 解 式 4=ZL5 称 为 正定 矩阵 的 乔 列 斯 基 (Cholesky) 分 解 ， 
利用 乔 列 斯 基 分 解 来 求解 系数 矩阵 为 对 称 正定 矩阵 的 方程 组 
4X 一 的 方法 称 为 平方 根 法 .求解 步 又 具体 如 下 : 

设 4 为 盖 阶 对 称 正定 抢 阵 , 则 由 定理 4 知 ，4= 工 7 , 即 


an Qt2 ”… Qm 0 0 和 
ou 
QQn2  Qmm Le lo LO 0 人 


将 右 端 矩阵 相 乘 ,并 令 两 端 矩阵 的 (z,7) 元 素 相等 ,于 是 不 难 算得 
矩阵 荆 的 元 素 的 计算 公式 为 
对 于 j 一 1,2，…n， 


3 过 
必 = (oy 一 它 乌 ， (2.1.15) 


凯 = (ww 一 Sij 儿 5 
(一 JJ 十 1 十 2，…72). 
于 是 求解 线性 方程 组 4AX = 就 等 价 为 求解 下 面 两 个 三 角 方 
程 组 ; 
(1) ELY 一 六 , 求 y3 
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(2) ZIX 一 了, 求 天 . 


其 求解 公式 为 
本 
族 一 (已 一 oo 一 12 (2.1.17) 
帮工 
二 (yw 一 wa/ 一 
一 1 十 1 


(2.1.18) 
当世 的 元 素 求 出 后 ，z 的 元 素 也 就 求 出 ,因此 平方 根 法 比 一 般 
U 分 解 的 乘除 运算 量 小 得 多 . 另外 ,由 (2. 1. 15) 式 得 

dj 一 六 了 一 1,2，m， 


所 以 笑 委 咱 科 fax (oj)， 14 委 攻 mx Vo 

上 式 说 明 ,在 矩阵 4 的 乔 列 斯 基 分 解 过 程 中 14 的 平方 不 会 
超过 4 的 最 大 对 角 元 , 含 入 误差 的 放大 受到 了 控制 ,从 而 不 选 主 
元 的 平方 根 法 是 数值 稳定 的 ,计算 实践 也 表明 了 不 选 主 元 已 有 足 
够 的 精度 ,所 以 对 称 正定 矩阵 的 平方 根 法 是 目前 计算 机 上 解决 这 
类 问题 的 最 有 效 的 方法 之 一 . 

例 4 用 平方 根 法 求解 


1 2 1 
2 8 4|1zrz|= 
1 4 6JLr， 


解 ”首先 检验 系数 矩阵 的 对 称 正定 性 ,这 可 以 通过 计算 其 各 
阶 顺 序 主 子 式 是 否 大 于 零 来 判断 











一 16> 0， 








2 1 
8 4 
4 6 

所 以 系数 矩阵 是 对 称 正定 的 记 系数 矩阵 为 4, 则 平方 根 法 可 按 如 
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下 三 步 进 行 ， 
第 一 步 ”分解 : 4 一 Z. 
由 公式 (2.1.15) 和 (2. 1. 16) 可 算得 工 抢 阵 的 各 元 素 ; 
如 一 1， 人 一 2，L2 一 2， 
L 一 1，l 一 1，L 一 2， 


1 
因此 -| 2 
二 


第 二 步 ” 求 解 三 角 方 程 组 7Y 一 人 
由 公式 (2.1.17) 可 解 得 
7 一 (0, 一 1,2)， 
第 三 步 ”求解 三 角 方 程 组 二 下 一 
由 公式 (2. 1.18) 可 求 得 方程 组 的 解 为 
天 一 (1， 一 1,1)7， 
利用 平方 根 法 解 对 称 正 定 线性 方程 组 时 ,计算 抢 阵 工 的 元 素 
心 时 需要 用 到 开 方 运算 ,另外 , 当 我 们 解决 工程 问题 时 ,有 时 得 到 
的 是 一 个 系数 矩阵 为 对 称 但 不 一 定 是 正定 的 线性 方程 组 , 为 了 避 
免 开 方 运算 和 求解 这 类 方程 组 ,我 们 可 以 改 用 定理 2 的 分 解 式 
4 一 LDL 去 计算 ,由 此 可 得 到 下 面 的 改进 平方 根 法 . 
设 


4 一 IDET 
1 作 1 和 加 
站 人 雪 da 1 中 
4 La 1 ad 由 


按 行 计 算 工 的 元 素 上 0Jj=1,2,… 尖 一 1). 由 抢 阵 乘法 运算 ,并 注意 
到 与 =1,4x=0 (J<) ,得 


下 天 JJ 一 1 
ab 一 忌 CEDDnCTDv 一 它 odin 一 安 4aio 十 2 
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于 是 得 到 计算 志 的 元 素 及 厂 的 对 角 元 素 公 式 为 ， 
对 ;一 1,2，…m， 


与 = (一 Sudu/ai 了 一 12 一 1 
(2.1.19) 

太一 ai 一 疗 以 洒 (2.1.20) 

为 了 避免 重复 计算 ,引进 
杂 一 La 
于 是 由 式 (2, 1. 19) 和 (2. 2. 20) 得 到 按 行 计 算 碾 ,T(T 一 上 LD) 元 素 的 
公式 为 
对 ;一 1,2，…m， 


已 一 /dh 5 一 12 一 1 (2.1.21) 
友 一 ai 一 总 
碌 一 1 
这 时 求解 方程 组 4XK 一 ”等 价 为 对 下 列 方程 组 求解 ， 
3ZY 一 5， 求 六 
DLTIX 一 >， 求 革 ， 
这 是 两 个 三 角 方程 组 ,可 用 逐步 递 推 方法 求 其 解 , 具 体 计算 公式 为 
二 
上 一 及 一 2 一 1 2 (2.1.22) 
灰 一 1 


ri 一 于 一 忆 Ari， im 一 1 和 2)1 (2.1.23) 
下 面 介绍 存放 问题 . 先 将 计算 出 T=ZED 的 第 ; 行 元 素 怒 (= 
1,2,…i 一 1) 存 放 在 4 的 第 ; 行 相 应 位 置 . 然后 再 计算 工 的 第 ， 
行 元 素 存放 在 4 的 第 ; 行 ,D 的 对 角 元 素 存放 在 4 的 相应 位 置 . 例 
如 
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ai d 
交 < Q21 222 ( ld 
(对 称 和 矩阵 ) aa3l Ga32 433 la da 
Qt adz QQ4 1 te 13 Qt 
d 
La dz 
人 
0 0 
人 Li La dd 
例 5S 用 改进 的 平方 根 法 解 线性 方程 组 
5 一 4 1 011z 2 
一 这 和 人 1| zz 1 一 1 
1 -4 6 一 4z| |1=-1 
0 1 一 4 5J Lz4 2 
解 对 ;一 1,， =au=5; 
对 ;一 2, 有 bo 一 ai 一 一 4， 
刀 oa 一 ti/dn 0.8， 居 一 az 一 tfz10 一 2.8. 
存放 后 数组 4 的 形式 为 
5 
一 和 8 28 
下 6 
0 1 一 4 5 
对 ;=-3, 有 
局 局 ol J 一 1,2， 





tal 一 0al 一 1， ta 一 


Za 一 ja/d 一 一 1.14286， 


存放 后 数组 4 的 形式 为 
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3.2， la = tat/di = 0.2， 
da 一 2. 14285. 


5 


一 0.8 2.8 
0.2 一 1.14286 2.14285 
0 1 一 4 


对 ;一 4, 有 
和 
刀 一 au 一 tan， 了 一 1,2,3， 
炎 一 】 


tu 一 0，tae 三 1，to 一 一 2.85714， 


如 一 0，4Lo = 0.35714， 1 一 一 1.33334， 
d = 0. 83332. 
所 以 数组 4 的 形式 为 
5 
一 0.8 2.8 


0.2 一 1.14286 2.14285 
0 0.35714 一 1.33334 0.83332 
由 公式 (2. 1. 22) 可 求 得 三 角 方 程 组 LY=b 的 解 为 
一 (2,0.6,， 一 0.71428，0. 83333)T. 
再 由 公式 (2. 1.23) 可 求 得 方程 组 DLX=Y 的 解 为 
区 一 (1.00002，1.00003，1. 00003，1. 00002)T， 
该 方程 组 的 准确 解 为 夺 = (1,1,1,1)7. 


六 、 追 赶 法 
在 二 阶 常 微分 方程 边 值 问题 、 热 传导 方程 以 及 船体 数学 放样 


中 建立 的 三 次 样 条 函数 等 工程 技术 问题 的 求解 中 ,经 常 遇 到 如 下 
形式 的 特殊 线性 方程 组 


加 cl 21 好 
az bo ci 2 2 
户 妈 

全 RE 二 |= | 其 uc 
名 |- di- 
L Cn 刀 二 
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方程 组 (2. 1. 24) 称 为 三 对 角 线性 方程 组 ,其 系数 矩阵 4 为 三 对 角 
筷 阵 ,这 种 方程 组 常常 是 按 行 严格 对 角 占 优 的 , 即 

1 和 > Icel > 0， 

1 lw 十 lclyaw 天 0c 天 0 一 2 3 一 | 

lo lav| 过 0， 

(2.1, 25) 

这 个 问题 是 适合 于 用 过 咏 分 解法 求解 的 典型 问题 之 一 . 由 于 三 对 
角 方 程 组 的 特殊 性 ,这 里 并 不 用 现成 的 工 尽 分解 公 式 ,而 是 推导 出 
一 套 递 推 关 系 , 既 节省 存储 单元 ,又 减 小 计算 量 ,其 具体 的 世 D 分 
饰 为 ; 

若 ”(x 过 2) 阶 三 对 角 和 矩阵 4 的 元 素 满 足 (2.1. 25) 式 , 则 三 对 
角 和 矩阵 4 有 如 下 三 角 分 解 


zl CI 
1 MU2 cz? 
4 一 ， 
和 tn-1 Cn-1 
二 En 
(2. 1.26) 
其 中 
&i 一 加 ， 
4 一 ait-l， 一 2，3，…7m 《2.1.27) 
ai 一刀 一 pc- 
(证 明 从 略 ) 
设 有 三 对 角 线 性 方程 组 
4X 一 dd 


其 中 4 中 元 素 满 足 (2. 1. 25) 式 , 则 有 (2. 1. 26) 式 的 三 角 分 解 4 一 
坟 ,从 而 方程 组 4X=d 的 求解 等 价 为 求解 下 述 方程 组 
工 7 = df 
DX 一 工 
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由 Z 工 7 一 d, 即 


1 31 1] 1] 
机 2 dz 
lz 1 | 一 |d， 
L。 1 Lyn 机 
得 
一 妈 
RS (2.1.28) 
又 由 7X 王 >, 即 
MI 5C1 1 J1 
12 C2 2 yy2 
tv- ci| |zo- yn-1 
za 2 
得 
| 关 二 JnVatn， 


tx， 一 (yy 一 czf+i)Vay ii 一 1 一 1 和 22 一 2 2 
(2.1.29) 
公式 (2.1.27),(2.1.28) 和 (2. 1. 29) 通 常 称 为 解 三 对 角 方程 组 的 
追赶 法 公式 . 一 般 地 , 称 计算 wm,y，…，,y 的 过 程 为 “ 追 ”, 计 算 zi， 
zy…yznw 的 过 程 为 “ 赶 ", 故 此 法 叫做 追赶 法 ,这 是 实际 计算 中 求 
解 三 对 角 方 程 组 的 一 种 有 效 方法 . 


七 、 列 主 元 三 角 分 解法 


列 主 元 三 角 分 解法 是 对 应 于 高 斯 列 主 元 消去 法 的 一 种 矩阵 的 
直接 分 解法 . 
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我 们 知道 ,用 三 角 分 解法 求解 方程 组 ,要 求 系数 矩阵 4 的 各 
阶 顺 序 主 子 式 均 不 为 零 . 否则 ,在 分 解 过 程 中 ,将 会 出 现 某 个 主 元 
素 为 零 而 无 法 继续 进行 分 解 .此 外 ,即使 主 元 素 不 为 零 , 但 当 其 绝 
对 值 很 小 时 ,计算 结果 也 将 导致 舍 和 人 误差 的 严重 积累 . 然而 ,如 果 
我 们 在 分 解 过 程 中 增加 选 主 元 的 步 又, 即 建立 列 主 元 三 角 分 解法 ， 
此 时 ,由 于 高 斯 列 主 元 消去 法 仅 在 消 元 过 程 中 进行 行 交换 ,这 就 相 
当 于 用 高 斯 消去 法 先进 行 一 系列 的 行 交 换 后 ,方程 组 再 进行 工 忆 
分 解 .对 此 , 若 4 非 奇异 ,可 设 原 方程 组 4X=4 经 过 行 交换 后 的 方 
程 组 为 

P4X = PD， 
其 中 忆 为 排列 矩阵 , 若 P4 能 进行 工 避 分 解 , 则 可 通过 依次 求解 三 
角 方 程 组 ， 

(1) 了 7Y 一 PD， 求 Y; 

(2) 0 一 Y， 求 龙 
得 出 原 方程 组 4X 一 的 解 ,从 而 有 如 下 定理 ， 

定理 5( 列 主 元 的 三 角 分 解 ? 

若 4 为 非 奇 异 矩阵 , 则 存在 排列 矩阵 忆 , 使 得 P4 有 惟一 的 杜 
里 特 尔 (Doolittle) 分 解 

P4 一 LU， 
其 中 忆 是 单位 下 三 角 阵 ,O 是 上 三 角 阵 (在 同样 条 件 下 ,也 可 推出 
P4 有 惟一 的 克 劳 特 分 解 )， 

(证 明 从 略 ) 

定理 5 表明 对 非 奇 异 和 矩阵 4 施行 一 系列 行 交 换 后 ,可 以 进行 
杜 里 特 尔 分 解 ,不 过 在 实际 中 行 交 换 与 分 解 总 是 交替 进行 的 ,具体 
作法 如 下 : 

对 和 抢 阵 4 做 列 主 元 分 解 , 设 4 一 4, 又 设 已 完成 了 前 & 一 1 步 
分 解 (1 和 kt 和 一 1) ,并 将 已 算出 的 工 和 忌 的 元 素 存放 在 4 的 相应 
位 置 , 记 为 
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11 MI2 ”Mk-l 了 1 2 Min 


aa 22 2 及 2 SR 2M2n 
4 一 | Or oa | 
人 如 ea 





ju La Lei 


由 于 施行 行 交 换 ，4“ "中 方 框 内 的 al 可 能 不 是 原来 4 中 
的 元 素 or 

第 & 步 分 解 需 利 用 公式 (2.1.11) 和 (2. 1. 12). 为 了 避免 用 零 
或 绝对 值 小 的 数 作 除 数 , 先 计算 

Si 一 al 一 咏 ww (一 有 当 十 1，…wym)， 
mm】 
于 是 Se 为 (2.1.11) 中 的 ww 而 SeiyStz…yS, 即 为 (2.1.12) 中 
各 式 右 端的 分 子 部 分 ,在 它们 中 间 选 取 绝 对 值 最 大 者 为 主 元 素 , 记 
作 S, 即 
1S41 一 玫 |， 
然后 交换 4“ "中 的 第 & 行 与 第 立行 ,每 个 位 置 上 的 元 素 仍 用 原 
来 的 记号 ,于 是 
2 

将 它 存放 在 ak 2 的 位 置 ,然后 再 进行 第 & 步 分 解 , zw (7=A 十 1， 
& 十 2，…2) 仍 可 按 公 式 (2. 1. 11) 计 算 ,并 依次 存放 在 ea 的 是， 
ak 2 的 位 置 . 而 各 的 计算 可 直接 利用 8S，(G 一 刀 十 1，… 2)，, 即 

SS 一 下 十 1 十 2 这 天 ， 
sws si 一 站 
依次 将 Lot ,wu 存 放 在 好 放 ee ax 的 位 置 . 

在 列 主 元 三 角 分 解 过 程 中 , 5 一 (bb)7 参加 P4 的 
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全 


工 U 分 解 过 程 中 的 行 变 换 . 因此 ,分 解 过 程 结 束 时 已 在 如 的 位 置 上 
得 到 且 . 

综 上 所 述 , 将 列 主 元 三 角 分 解法 用 于 求解 方程 组 4X 一 洲 时 ， 
由 于 

P4X 一 P5， 

而 P4 一 工 0 ,所 以 了 DT 一 避 . 

于 是 求解 方程 组 4X 一 转化 为 求解 两 个 三 角 方 程 组 

(1) 工 Y 一 Pb, 求 Y; 

(2) DX 一 Y, 求 于 

以 上 即 为 求解 线性 方程 组 的 列 主 元 分 解法 . 

例 6 利用 列 主 元 分 解法 求 方程 组 


1. 00 0.333 1.50 一 0.333] |z 3. 00 
一 201 1.45 0. 500 2.95||zz| | 5.40 
4.32 一 1.95 0.000 2.08 | | zs |o.130 
5.11 一 4.00 .3.33 一 1.11 4 3.77 


的 解 ， 
解 第 一 步 当 kt=1 时 ， 
Si 一 ca，1 一 IT,2,3,4， 
Si 一 1.00，S; 一 一 2.01，S: 一 4.32，S4 = 5.11. 
显然 主 元 素 为 8S4=5. 11, 宝 一 4, 交 换 [4 ; 的 的 第 1 行 与 第 4 
行 , 然 后 计算 局 的 第 1 行 与 三 的 第 1 列 , 得 











5.11 一 4.00 3.33 一 1.11; 3.77 
[am iso] 二 | 一 0393| 1 45 0500 2.95 ; 5.40 
0.845 | 一 1.95 0. 000 2.08 ; 0.130 
0.196| 0.333 1.50 一 0.333 3.00 
第 二 步 ” 当 & 一 2 时 ， 


Si 一 ap 一 Dos，i 一 2,3,4， 
S: = 一 一 0.120， $: = 1.43， S4 一 1.12. 
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主 元 素 为 S: 一 1. 43,zz 一 3, 交 换 [40 ; po] 的 第 2 行 与 第 3 
列 , 再 计算 忆 的 第 2 行 与 也 的 第 2 列 ,得 

5.11 一 人.00 3.33 一 1.11: 3.77 
0.845 1.43 一 2.81 3.02 ; 0.130 
一 0.393 0.0839 | 0.500 2.95 ; 5.40 
0.196 0.783 | 1.50 一 0.333 ;3.00 
第 三 步 ” 当 &=3 时 ， 


(2) 二 
3 一 a33 一 Lanls 一 fitu2 一 1.57， 


[4 ; 52] 一 





3 一 al) 一 Laas 一 Latzs 一 3. 05. 

主 元 素 为 8, 王 3. 05,za=4, 交 换 [42 ; 02] 的 第 3 行 与 第 4 
行 ,再 计算 只 的 第 3 行 与 也 的 第 3 列 , 得 

5.11 一 400 3.33 一 1.111 3.77 
0. 845 1.43 一 2.81 3.02 ;0.130 
0.196 0.783 3.05 一 2.47; 3.00| 
一 0.393 一 0.0839 0.515 | 2.95; 5.40 
第 四 步 ” 当 A 一 4 时 ， 

2 一 4 一 az 一 Laza 一 Lazat 一 4. 04. 


至 此 分 解 完毕 , 即 P4 一 工 避 ,其 中 


[4 ; 09)] 一 


1 
0. 845 1 
了 一 ， 
0. 196 0. 783 1 
一 0.393 一 0.0839 0.515 二 
、 5.11 一 4.00 3.33 一 111 
143 一 2.81 ,0 
局 一 8 3. 02 
3.05 一 2.47 
4. 04 


最 后 ,求解 7 一 05? 得 
7 一 (3.77, 一 3.06,4. 66,4.22)7. 
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再 求解 0X 一 7 得 方程 组 的 解 为 
天 一 (一 0.329,0. 322,2. 37,1.04)7. 


8$ 2 ”线性 方程 组 的 迭代 解法 


前 面 我 们 介绍 了 解 线性 方程 组 的 直接 解法 ,这 对 于 变量 个 数 
不 多 的 线性 方程 组 是 很 有 效 的 . 但 由 于 采用 直接 方法 在 多 次 消 元 、 
回 代 的 过 程 中 ,四 则 运算 的 误差 积累 与 传播 无 法 控制 ,致使 计算 结 
果 精 度 也 就 无 法 保证 . 对 此 ,本 节 将 继续 介绍 线性 方程 组 的 另 一 类 
解法 一 一 欠 代 法 .由 于 它 具 有 保持 迭代 矩阵 不 变 的 特点 ,因此 这 类 
方法 特别 适用 于 求解 大 型 稀疏 系数 矩阵 的 方程 组 . 此 外 ,利用 迭代 
法 只 要 断定 系数 矩阵 满足 收敛 条 件 , 尽 管 多 次 迭代 计算 工作 基 较 
大 ,都 能 达到 预定 的 精度 , 且 和 迭代 法 在 计算 机 内 存 和 运算 两 方面 通 
常 都 可 利用 系数 矩阵 中 有 大 量 零 元 素 的 特点 ,而 高 速 计算 机 能 胜 
任 那些 程序 简单 .重复 基 大 的 迭代 计算 . 

线性 方程 组 的 迭代 解法 就 是 根据 所 给 的 方程 组 4X=b ,设计 
出 一 个 迭代 公式 ,然后 将 任意 选取 的 一 初始 向 址 X" 代入 迭代 公 
式 , 求 出 YX， 再 以 Xo 代 入 同一 迭代 公式 , 求 出 X 2” ,如 此 反复 进 
行 ,得 到 向 量 序列 {X”). 当 人 (发 ”} 收 敛 时 ,其 极限 即 为 原 方程 组 的 
解 .但 由 于 实际 计算 都 只 能 计算 到 某 个 X%” 就 停止 ,因此 ,即使 不 
考虑 舍 入 误差 的 影响 ,通常 在 有 限 步 又 内 迭代 法 也 得 不 到 方程 组 
的 准确 解 ,只 能 得 到 逐步 通 近 解 . 

下 面 介 绍 雅 可 比 (Jacobi) 迭 代 法 ,高 斯 - 塞 德尔 (Gauss-Seidel) 
迭代 法 与 逐次 超 松弛 迭代 法 (SOR 迭代 法 :Successive Over 
Relaxation Method). 





一 、 雅 可 比 (Jacobi) 和 迭代 法 


设 有 ?元 线性 方程 组 
4X 一 D， (2.2.1)》 
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其 中 系数 矩阵 4 的 对 角 元 素 ww 天 0 (一 1,2，…z)， 
从 方程 组 4X = 的 第 ; 个 方程 中 解 出 ri;, 可 得 到 与 4XK=) 等 
价 的 方程 组 




















1 1 aiz7za 一 gla73 一 光一 Qun 十 和 )， 
QI11 
2 1 《一 aa Q233 和 aazozn 十 bz)， 
Q22 
rn = 了 (一 aa 一 an272 一 一 Qoo-lZo-l 十 加 )， 
区 交 
记 
0 
QI 网 0 
也 一 3 ， 卫 一 |a az 0 ， 
Qm 
QQn2  Qn3 0 
0 aiz 3 Qln 
0 azs Qan 
1 一 ， 
0 Qn-im 
0 
则 (2, 2. 2) 式 可 用 和 矩阵 形式 写 为 
发 一 一 D 人 ( 工 十 D) 天 十 2 
令 


妃 王 一 DIE 十 0)，d 一 D-20， 
于 是 (2, 2. 2) 式 又 可 写 为 
王 一 8X 十 dd (2.2.3) 
迭代 计算 的 过 程 为 : 首先 取 玫 "一 (zi zyz9 DT 将 其 
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代入 (2. 2.2) 式 右 端 ,得 

















)》 ) (0) (0)》 

2 ( aaazz29 Q1373 和 Qln7n 已 )， 
G11 
1 ( 

0 ( aa 他 aszo 一 … 一 aanzey 十 刀 )， 
Q22 

人 一 了 (az 一 oz 一 

即 Xeo 一 BXC 十 


再 将 X0 代 入 (2.2. 2) 式 右 端 , 求 得 X2 一 BX 十 d, 如 此 反复 进行 
迭代 ,一 般 地 有 

et 一 BO 十 d，R 一 0,1,2，， 
即 




















CA+1) 1 (bb ( (CD 
1 Q122 QI3T3 人 一 az 十 0)， 
人 业 (bb ( CD 
Zr 一 一 (一 azzl Q2373 一 QZ 十 pb)， 
Q22 
1) 1 (0 (CD (D 
+ 之 《一 aniZi Qn22 一 Com-iZo=1l 十 名 )， 
mm 


(2.2.4) 
由 此 即 得 到 一 个 向 基 序 列 {X), 若 jimX ”一 大 , 则 居 " 就 是 方程 
组 4XK 一 六 的 解 . 这 种 求解 线性 方程 组 (2. 2. 1) 解 的 方法 称 为 雅 可 
比 和 迭代 法 ,矩阵 已 称 为 迭代 矩阵 , 为 了 便于 编制 程序 , 可 将 
(2. 2. 4) 式 改写 为 如 下 形式 ， 


-1 
CrD 一 辣 | 村 az 了 了 az 人 十 辣 


7-1 取信 1 
= xz+ 寺 [一 补 az]， 《2.2.5) 
和 7=1 
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二 、 高 斯 - 塞 德尔 (Gauss-Seidel) 和 迭代 法 


仔细 研究 雅 可 比 迭 代 法 我 们 不 难 发 现 ,在 逐个 求 于 的 分 
量 z 7 时 ,分 量 zzor0wvzgio 都 已 求 得 ,但 却 未 被 利用 ， 
而 是 仍 用 旧 分 量 zi ,z 史 ，…z 包 进行 计算 , 事实 上 ,最 新 计算 出 
来 的 分 量 更 比 旧 的 分 量 接近 方程 组 的 准确 解 . 因此 ,设想 当 新 的 分 
基 求 得 后 ,马上 用 它 来 代替 旧 的 分 量 , 则 可 能 会 更 快 地 接近 方程 组 
的 准确 解 . 基于 这 种 设想 构造 的 迭代 公式 就 称 为 高 斯 - 塞 德尔 选 代 
法 . 其 具体 迭 代 过 程 如 下 : 

任 取 天 一 (zz2wyzo )T 第 一 次 迭代 为 








0) 1 (0) (0) (oO) 
1 《一 alz72 QI13T3 … 一 az 十 加 )， 
an 
| GO) (Oo) 多 (0) 十 三 
党 5 aa2t1 azsT3 一 光一 az 十 02)， 








Zr 一 寺 ( 一 aa 一 aoz2 一 信 一 an 十 名) 
反复 迭代 , 便 得 到 下 面 的 迭代 公式 ， 
4D 一 二 (- az 外 一 az 则 一 光一 anz 风 十 太 )， 
x+D 一 二 (一 4 
utD 一 了 (一 anztib -auzitD 一 小 一 LO 
(2.2.6) 
类 似 地 ，(2. 2. 6) 式 可 用 和 拖 阵 形式 表示 为 
多 +D 到 一 DP-1(LXG+D 十 VX) 十 盖 尼 . 
上 式 两 端 左 乘 刀 得 
DXewrD 一 一 LXUtD _ DXO 十 万， 
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移 项 得 
(十 了 Xe 一 一 0X9 十 及. 


因为 mr 天 0 (=1,2,…，2) ,所 以 行列 式 | 忆 十 蕊 | 天 0, 故 将 上 式 两 
端 左 乘 (D 十 L)-! 得 


发 4 一 一 (十 也 ) 一 Do 十 (D 十 也) 一 功 . 
念 G= 一 (D+Z)D，d=(CD+ZL) 2D， 
则 
+tD 一 GX 十 由. (2.2.7) 


达 代 公式 (2.2. 6) 或 (2. 2. 7) 称 为 解 线性 方程 组 4X = 的 高 斯 - 塞 
德尔 迭代 法 ,矩阵 G 称 为 迭代 矩阵 . 为 了 便于 编制 程序 ,可 将 
(2. 2. 6) 式 改写 为 如 下 形式 ， 

xz (= 1,2,…,) 为 任意 给 定数 ， 


一 1 


(一 一审 


一 xf 十 二 (4 一 妆 2 一 忆 oz) 9 

1 一 1 2 一 0,1， 2 (2.2.8) 
由 于 当 新 的 分 基 求 得 后 , 便 马 上 用 它 来 代替 旧 的 分 量 , 因此 高 
斯 - 塞 德尔 迭代 法 与 雅 可 比 迭 代 法 相 比 有 一 个 明显 的 优点 ,就 是 上 
机 计算 时 已 不 需要 两 组 工作 单元 存放 夺 ”和 ,而 仅 需 一 组 工 
作 单 元 用 来 存放 天 ”的 分 量 . 当 计 算出 zx” 就 冲 掉 旧 分 基 xf” ， 
其 计算 基 与 雅 可 比 迭 代 法 相同 ,但 计算 速度 加 快 且 存储 量 又 小 , 故 

高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 可 看 作 是 雅 可 比 迭 代 法 的 一 种 修正 . 


三 、 逐 次 超 松弛 (SOR ) 迭 代 法 


松弛 和 迭代 法 是 高 斯 - 塞 德尔 欠 代 法 的 一 种 加 速 方法 ,其 基本 思 

想 是 将 高 斯 - 塞 德尔 迁 代 法 得 到 的 第 & 十 1 次 近似 解 向 最 X“… 与 

第 《次 近似 解 向 其 X” 作 加 权 平 均 , 当 权 因子 ( 即 松弛 因子 )o 选 

取 适 当时 ,加 速效 果 很 显著 .因此 ,这 一 方法 的 关键 是 如 何 选取 最 
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佳 松弛 因子 , 现 具体 介绍 如 下 . 
设 有 线性 方程 组 
4X 一 六 
将 矩阵 4 分 解 为 4 一 7 一 正 , 则 该 方程 组 等 价 于 
X=BX+Td (d=D， 
于 是 移 代 公式 为 
XetD 一 8Xw 十 dd. (2.2.9) 
由 于 第 上 次 近似 解 Xe 并 非 4X 一 的 解 , 故 5 一 4X 天 0. 令 
ro 一 太一 4X， 
其 中 r” 称 为 剩余 向 量 . 于 是 (2. 2. 9) 式 可 改写 为 
天 一 (一 4 大 十 坊 一 天 十 坊 一 4XK 
一 X0O 二 ro 一 0,1,2). 
上 式 说 明 ,应 用 迭代 法 实际 上 是 用 剩余 向 基 ~” 来 改进 解 的 第 
和 次 近似 ,也 就 是 说 ,第 & 十 1 次 近似 是 由 第 上 次 近似 加 上 剩余 向 
其 r% 而 得 到 的 . 为 了 加 速 X 32 的 收敛 速度 ,可 考虑 给 r% 乘 上 一 
个 适当 因子 w, 从 而 得 到 一 个 加 速 和 闪 代 公式 
4 一 和 十 (一 4 )， (2.2.10) 
其 中 w 称 为 松弛 因子 ，(2, 2, 10) 式 的 分 量 形式 为 


zt 一 ze 十 of 一 aoz9) ， 
扣 ( 


1 一 1,23 012 

只 要 松弛 因子 w 选 择 得 当 , 由 (2. 2. 10) 式 算出 的 第 &+1 次 近似 
就 会 更 快 地 接近 方程 组 4X 一 的 解 ,从 而 可 以 达到 加 快 收敛 速度 的 
目的 . 然而 以 上 这 种 在 带 松弛 因子 的 同时 的 迭代 法 技巧 要 求 很 高 ， 
很 难 掌握 , 且 没 有 充分 利用 已 经 算出 的 分 量 信息 , 故 并 不 经 常 使 用 ， 

考虑 到 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 的 程序 设计 简单 , 且 已 充分 利用 了 
最 新 计算 出 来 的 分 基 的 信息 , 故 依 上 述 加 速 收银 思想 ,对 高 斯 - 塞 
德尔 迭代 法 加 以 修正 , 便 得 到 下 面 的 逐次 超 松弛 迭代 法 ,简称 
SOR 法 . 其 迭代 公式 如 下 ， 
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任 给 zi G 一 1,2,，…，)， 


(十 1) 
Ti 


i 一 1 刀 
一 xz 十 旦 ( 生 一 oz 一 证 az 名 ) (2.2.11) 
四 71 反 ef 


1 一 1,2703 一 0,1, 2 


当 0<o<1 时 ，(2.2. 11) 式 称 为 低 松弛 和 迭代 法 (SUR 法 ); 当 
w>1 时，(2. 2. 11) 式 称 为 超 松 弛 迭代 法 (SOR 法 ); 当 w=1 时 即 
为 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 . 

超 松弛 迭代 法 是 解 大 型 方程 组 ,特别 是 大 型 稀 朴 矩阵 方程 组 
的 有 效 方 法 之 一 . 它 具 有 计算 公式 简单 ,程序 设计 容易 ,占用 计算 
机 内 存单 元 较 少 等 优点 ,只 要 松弛 因子 w 选择 得 好 ,其 收敛 速度 


就 会 加 快 ， 


对 于 以 上 介绍 的 解 线性 方程 组 的 三 种 迭代 解法 ,计算 时 ,我们 
都 可 用 max|1Azi| 一 max|z 一 z0 1<e (e 为 精度 要 求 ) 控 制 迭 


代 终 止 . 
例 1 
迭代 法 ( 取 


试 分 别 用 雅 可 比 迭 代 法 ,高 斯 - 塞 德尔 欠 代 法 和 超 松弛 


w=1.15) 解 线性 方程 组 

| 5 1 一 1 一 ?ff> 一 2 
2 8 1 3||z| | 一 4 
1 -2 -4 --1 lz 6| 

[一 1 3 2 7 Lzr， 12 





当 max1Azi| 一 max|zet 一 z|<10-5 时 迭代 终止 (方程 组 的 精 


Ti 


确 解 为 X "一 (1, 一 2, 一 1,3)7)， 
解 取 Xw=(0,0,0,0)7, 雅 可 比 公式 为 


并 
坟 人 0 
rtD 
1 
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= zt 十 区 2 一 5z 一 xz 十 丈 0 十 2xz)， 





db 
放 二 








人 ( (0 (op 
0 8z? 二 2 





(CD) (CD (CA) (CD) 
(6 一 2 十 2zz 十 473 十 避 和 人 





1 
8 
(CD 
4 
1 
和 


(2 十 xz 一 3z9 一 2z0 一 7 


迭代 24 次 后 得 方程 组 的 近似 解 为 
Xi 一 (0.9999941, 一 1. 9999950, 一 1.0000040,2. 9999990) 7 
高 斯 - 塞 德尔 迭代 公式 为 











etD 一 :0 十 忆 2 一 5z 人 b 一 x 中 十 zx 十 2zbb)， 
zytD 一 zb 十 于 (一 6 一 2zutn 一 8z% 一 z 一 3z )， 
天 人 2 工人 本 二 (6 (6 一 ztD 汪 2zlktD 4z 十 2 人)， 
2 十 3 


和 迭代 14 次 后 得 方程 组 的 近似 解 为 
X09 一 (0.9999966, 一 1. 9999970, 一 1.0000040,2. 9999990)T， 
超 松弛 和 迭代 法 的 迭代 公式 为 








+D 二 人 中 二 2 5 人 工 从 十 x 人 b 市 2z@)， 
2 二 2 多 华 6 2 8z 名 交 3zt)， 
0 0 2 全 (6 一 z 将 2 十 2zl! (+D 十 4 人 十 工人 ) ， 
2 2 并 冰 子 (12 十 zx 二 3z9+D 一 2zg+D 一 7z0). 


取 o=1.15, 和 代 8 次 后 得 方程 组 的 近似 解 为 
X@ 一 (0. 9999965, 一 1. 9999970, 一 1. 0000010,2, 9999990)T， 


$ 3 迭代 法 的 收敛 性 


和 迭代 法 的 一 个 重要 问题 就 是 在 什么 条 件 下 才能 保证 迭代 法 产 

生 的 向 量 序列 {X”} 收 敛 ? 为 了 研究 线性 方程 组 近似 解 的 误差 估 
计 和 迭代 法 的 收敛 性 ,我 们 先 介绍 向 量 范 数 和 矩阵 范 数 的 概念 . 
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一 、 向 量 范 数 与 矩阵 范 数 


向 量 或 矩阵 范 数 实际 上 是 对 ” 维 向 量 空间 中 的 向 量 及 实数 域 
中 的 二 阶 方 阵 的 “大 小 ”进行 某 种 度量 . 如 尼 中 向 基 范 数 是 Rs 中 
向 基 长 度 概念 的 推广 ， 

定义 工 (向 量 范 数 ) 对 任意 维 向 基 XE 尼 , 若 按 一 定 规则 
对 应 一 非 负 实 数 | X | , 它 满 足以 下 条 件 : 

(1) 正定 条 件 : 中 于 上 过 0, 当 且 仅 当 居 =0 时 ,1 1=0; 

(2) 齐 次 性 : | 1 = 1 1 为 任意 实数 ， 

(3) 三 角 不 等 式 : | X +Y 11X 1 十 | 1, 对 任意 X,YER， 
则 称 | X | 为 向 量 X 的 范 数 或 模 . 

设 X= (riyzz…yzn)7, 常 用 的 向 直 范 数 有 : 

1 小 =|z| 十 lz 十 … 十 zi， 





1 有 = Vizl: 十 zs 十 … 二 |， 
1X1 = max lz ， 
分 别称 为 向 量 1 范 数 、 向 量 2 范 数 ,无 穷 范 数 . 易 证 它们 都 满足 定 
义 1 中 的 三 个 条 件 . 
向 其 的 不 同 范 数 的 数值 是 不 一 样 的 ,这 不 影响 度量 向 二 的 大 
小 ,因为 向 量 的 不 同 范 数 之 间 都 有 一 定 关系 . 可 以 证 明 向 其 1 范 
数 ,向 基 2 范 数 及 无 穷 范 数 之 间 有 如 下 关系 ， 
1 人 科 1Xh 和 21X1， 
1 和 1X 相 和 ww XI。， 
1 
-万 1 机 委 1 本 入 1 
这 一 关系 称 为 向 量 之 间 的 等 价 关 系 . 它 表 明 , 若 一 个 向 量 的 某 种 范 
数 是 一 个 小 量 , 则 它 的 任何 一 种 范 数 也 是 一 个 小 量 .因此 ,不 同 范 
数 在 数量 上 的 差别 对 分 析 误 差 并 不 重要 ,反而 使 我 们 可 以 根据 具 
体 问题 选择 适当 的 范 数 以 利于 分 析 和 计算 . 
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〈2.3.1) 


例 1 设 半 =(1,0, 一 5,2)7, 求 | 关上 ,1 
解 1X1=1+5 十 2 一 8， 

1 X 由 = 十 0 十 (二 5)5 十 2 一 /30， 

引 藉 几 。. 一 max{1,5,2) 一 5. 

设 尺 ” 为 全 体 ” 阶 方 阵 的 集合 ,类 似 向 量 范 数 的 定义 ,我 们 给 
出 矩阵 范 数 的 定义 . 

定义 2( 和 矩阵 的 范 数 ) 对 任何 ” 阶 方 阵 4ER">", 若 对 应 一 个 
非 负 实数 | 4 1 满足 ， 

(1) 1 41 兰 0, 当 且 仅 当 4=0 时 ,| 41=0， 

(2) 对 任意 数 和 ,有 | 4 = 1 1 4 

(3) 对 任意 两 个 阶 方 阵 4,BER” ,有 

14 十 中 1 和 141 十 181 

(4) | 48 1s<141 1 21， 

则 称 | 4 | 为 ， 阶 方 阵 4 的 范 数 (或 称 4 的 模 )， 

与 向 量 范 数 的 定义 相 比较 ,前 三 条 性 质 只 是 向 量 范 数 定义 的 
推广 ,而 第 四 条 性 质 则 是 矩阵 乘法 性 质 的 要 求 . 

由 于 很 多 误差 估计 问题 ,矩阵 范 数 常 与 向 基 范 数 混合 在 一 起 
使 用 ,例如 线性 方程 组 4X = , 左 端 就 是 一 个 矩阵 与 一 个 向 量 的 
乘积 ,因此 在 分 析 其 误差 估计 时 ,必须 同时 涉及 矩阵 范 数 和 向 二 范 
数 .所 以 当 我 们 考虑 矩阵 范 数 时 ,应 该 使 它 和 向 其 范 数 联系 起 来 . 
为 此 引进 范 数 相 容 的 概念 . 

定义 3( 相 容 性 ) 对 任意 的 盖 阶 方 阵 4E 尼 光 ”和光 维 向 量 
XER", 若 不 等 式 





1 4X1T 和 IE4INEXI as 了 
成 立 , 则 称 矩 阵 范 数 与 向 基 范 数 是 相 容 的 . 
上 述 不 定式 也 称 为 矩阵 范 数 与 向 基 范 数 的 相 容 性 条 件 . 在 同 
一 个 问题 中 要 同时 使 用 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 时 ,这 两 种 范 数 应 当 
是 相 容 的 . 
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常用 的 矩阵 范 数 有 : 设 4 一 (ER 
CD 14h 一 max 和 lol Gd 范 数 或 列 范 数 )， 


(2) | 4 一 AsC4r4) (2 范 数 或 谱 范 数 )， 
其 中 us(4T4) 表 示 和 矩阵 hr4 的 最 大 特征 值 ; 





(3) ‖ 4 | 一 max >， [ai| 《无 穷 范 数 或 行 范 数 ); 
<i<n 全 


(4) 1 4 有 疏 =/ > > ay (Frobenius 范 数 )， 
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例 2 设 抢 阵 
ee 


试 计算 | 4 |, 4 小 ,4 1 和 14 1:. 
解 ‖141-=3, 省 4 由 一 5,| 4 四 一 AA14, 因 为 


| 


13 一 一 2 
44 一 MI=| ]=->-ma 9 一 0， 
| | 区 十 

所 以 141 =7 十 2/10， 


二 、 和 迭代 法 的 收敛 性 

为 了 讨论 线性 方程 组 迭代 解法 的 收敛 性 ,首先 介绍 向 量 序列 
收敛 的 概念 

定义 4( 向 量 序列 的 极限 ) 设 盖 维 向 量 居 和 一 (zz 
0 和 及 天 一 (全 oOT, 若 对 于 i1,2，m* 均 有 


2 大 
limz' 一 2 ， 


A-: 


则 称 向 量 序列 {(X”} 收 敛 于 X, 记 为 
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-~ co 


limX 一 X" 或 简 记 为 X% 一 一 ~X 
显然 ,向 量 序列 {X” } 收 敛 于 X "的 充 要 条 件 是 


即 lim 1 一 X | 一 0 
其 中 上, 儿 为 向 量 的 任何 一 种 范 数 . 由 范 数 的 等 价 性 , 即 (2. 3. 1) 式 
可 知 
lim lx” 一 站 5 一 0 
和 和 mx 一 一 0 
同样 是 (X%} 收 敛 于 于 "的 充 要 条 件 . 因此 ,对 某 种 迭代 法 的 收 伊 
性 ,常用 按 某 种 范 数 的 收敛 来 加 以 证 明 ， 
在 讨论 方程 组 迭代 法 的 收敛 条 件 时 ,常用 到 谱 半径 的 概念 ,下 
面 我 们 给 出 定义 ， 
定义 5 设 盖 阶 和 矩阵 4E 尼 ”的 特征 值 为 WCGz 一 1,2，…)， 
称 
(4) 一 疏 | (2.3.3) 
为 矩阵 4 的 谱 半 径 ， 
下 面 继续 讨论 谱 半 径 与 范 数 之 间 的 关系 . 
设 4 为 4 的 任意 特征 值 ,X 为 对 应 于 ) 的 4 的 特征 向 量 , 则 由 
和 = 4X 
得 | MX = 一 1 4X 省 再 依 相 容 性 条 件 有 
上 1 一 4 4 IEXIL 
因为 发 为 非 零 向 量 ,， | 慰 上 和 0, 故 有 
IJ 笠 141 
由 于 是 4 的 任何 特征 值 ,因此 有 
2(4) 委 141， (2.3.4) 
即 和 抢 阵 4 的 谱 半 径 不 超过 4 的 任何 一 种 范 数 . 在 讨论 线性 方程 组 
迭代 法 的 收敛 性 时 , 当 变 元 个 数 较 多 时 . 由 于 o(4) 不 容易 求 ,而 
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1 4 | 较 容 易 求 , 故 可 将 条 件 适 当 放 宽 , 改 用 | 4 | 去 判别 . 

下 面 介绍 一 般 线性 迭代 法 收敛 的 一 些 基本 定理 ， 

设 有 线性 方程 组 4X=5, 其 中 4 为 非 奇异 矩阵 ,将 其 转化 为 
与 之 等 价 的 方程 组 

大 = MX 二 d 
且 {X } 为 由 迭代 法 
XetD 一 MXWw 十 了 (2. 3.5) 

(其 中 改 " 为 任意 选取 的 初始 向 量 ) 产 生 的 向 量 序列 ,M 称 为 过 代 
和 气 阵 ,d 称 为 右 端 向 量 . 

定理 1 对 任意 的 初始 向 量 Yo 及 任意 的 右 端 向 量 d, 迭 代 法 
(2. 3,5) 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 谱 半 径 cC(MD)<1. 

(证 明 从 略 ) 

一 般 来 说 ,计算 抢 阵 的 谱 半径 比较 困难 , 故 用 定理 1 判断 迭代 
法 是 否 收敛 往往 不 太 容易 ,以 下 介绍 用 矩阵 范 数 或 其 他 方法 判别 
迭代 法 收敛 的 充分 条 件 . 

定理 2 若 | M 1<1, 则 迭代 法 (2. 3. 5) 收 敛 , 且 有 误差 估计 





式 





上 一 一 (2.3.6) 


3 站 j 1 X2 一 Xo 1 (2.3.7) 
证 明 由 于 pf) 委 | W | 迭代 法 (2. 3.5) 收 敛 是 显然 的 , 且 
有 TimX ”一 X 下 证 (2.3. 6) 与 (2. 3.7) 成 立 . 
由 于 X* 满 足 方程 组 
" 一 MX 十 dd 《2.3.8) 
由 迭代 公式 (2. 3.5) 与 (2.3.8) 可 得 
Tt 一 夺 一 MK 一 erD)， 
一 X4tD 一 MK' 一 X0O)， 


1 一 Ko 委 





于 是 
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直 必 4 一 天 侈 站 入 人 1 Xe 一 天 人 下 (2.3.9) 
1 一 Xe 和 1LX7 一 并 Oo 
而 | 天 (t+D 导 虽 中 和 怀 * 害 人 让 芝 下 C+D) | 
站 X7 一 天 四 一 下 天 ”一 大 1 
过 (1 一 0 1 一 Xe |， 
即 有 |‖X"” 一 Xe 乏 一 1 et 一 天 和 让， 
于 是 (2. 3. 0 


ad 外 
1 一 上 ul 


用 迭代 矩阵 上 M | 入 1 作为 收敛 性 的 判别 是 方便 的 ,但 要 注意 
这 只 是 收敛 的 充分 条 件 . 例如 ,考虑 方程 组 














| Xw | 扫 |Xo 于 | 


一 MX 十 d， 
0.8 0 1 
其 中 w=[ss 中 “| 
计算 矩阵 W 的 范 数 得 
lw =13，1M=109，14U1=1.2. 


虽然 M 的 这 些 范 数 都 大 于 1, 但 M 的 特征 值 为 必 =0.8, 汶 一 
0,.7, 即 oCM)==0.8, 由 定理 1 知 此 方程 组 的 迭代 法 是 适用 的 . 

下 面 我 们 再 给 出 雅 可 比 迭 代 法 与 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 收敛 的 
充分 条 件 . 


定义 6( 严 格 对 角 占 优 阵 ) 设 4=(on),x 如 果 人 4 满足 条 件 
|aj| 六 la， 一 12， 


Ji 
即 矩阵 4 的 每 一 行 对 角 元 素 的 绝对 值 都 严格 大 于 同行 的 其 他 元 
素 的 绝对 值 之 和 , 则 称 4 为 严格 对 角 占 优 和 矩阵 ， 
定理 3 若 4= (oj),x 为 严格 对 角 占 优 阵 , 则 4 为 非 奇异 矩 
阵 ， 
证 明 用 反 证 法 . 若 14|=0, 则 齐 次 线性 方程 组 4X 一 0 有 非 
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零 解 , 记 为 于 一 (Cryzs,…yzor, 且 记 |zx| 一 下 ax | | 和夫 0, 于 是 由 
4X=0 的 第 上 个 方程 


> yauzi 关 0s 
和 1 


得 lauzll= | ooz| 过 laullzail 
启 
过 laiaul， 
J 一 1 
7 
即 |aul 委 区 |aul|， 
本 


与 假设 矛盾 , 故 141 尖 0, 即 4 为 非 奇异 矩阵 ， 
定理 4 若 4X=2 的 系数 矩阵 4ER"x" 为 严格 对 角 占 优 阵 ， 
则 解 此 方程 组 的 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 都 收敛 ， 
证 明 〈1) 首先 证 明 解 4X = 的 雅 可 比 迭 代 法 收敛. 因为 4 
为 严格 对 角 占 优 阵 ,所 以 
lay| > 包 |ojl， 一 1 2， 


Ji 





即 沪 


ee 
1 


雅 可 比 迭 代 和 矩阵 为 四 = 一 D-:(CL 十 0) ,由 此 有 


鱼 | 一 1，i = 12 
Qi 





181. = ms| 于 | <: 
7 
由 定理 2 知 解 4 于 一 上 的 雅 可 比 迭 代 法 收敛， 
(2) 再 证 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 收敛 . 
由 假设 可 知 as 夫 0 (一 1,2,，…，a) ,而 解 方程 组 4X 一 的 高 斯 
- 塞 德尔 方法 的 欠 代 和 抢 阵 为 (2. 2.7) 中 的 G, 其 中 的 矩阵 G= 


一 (CD+L) 0, 考虑 G 的 特征 值 , 令 
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| 一 CGI= IM+(CD 十 ZI 





= |(D+Z)-| .ICD+Z) 二 0I= 0. 
由 于 |(D 十 )-:!| 天 0， 于 是 
|ACD 十 二 ) 十 VD = 0. (2. 3. 10) 
今 记 
Ma az am 


C=AD 二 ZL) 十 局 = 人 2 人 
1 Man Mam 
以 下 证 明 当 |A|1 时 ，|C| 天 0. 若 该 结论 成 立 , 则 1C1=0 的 
根 均 满足 lj<<1, 亦 即 o(G)<<1, 于 是 由 定理 1 知 高 斯 - 塞 德尔 迭 
代 法 收敛， 
事实 上 ,由 于 4 为 严格 对 角 占 优 阵 , 故 有 


Alas| >> 辣 儿 eol， 一 1,2，…，， 
你 
当 |A| 过 1 时 ， 有 
Alav| 二 至 pla 让 光 Aleil， 守 一 1,2，… 


这 说 明和 矩阵 C 为 严格 对 角 占 优 阵 ， 族 由 定理 3 知 ,|ACD 十 乙 ) 十 局 | 
天 0, 从 而 o(G)<1, 再 由 定理 1 知 , 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 收敛 . 

用 某 种 迭代 法 求解 线性 方程 组 是 否 收敛 ,取决 于 方程 组 的 系 
数 和 矩阵 4. 对 此 ,再 给 出 迭代 法 收敛 的 如 下 定理 . 

定理 5 若 4X 一 的 系数 矩阵 4 为 对 称 正定 矩阵 , 则 解 此 线 
性 方程 组 的 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 收敛. 

《证 明 从 略 ) 

关于 超 松弛 迭代 法 有 下 述 定理 ， 

定理 6 若 解 4X=5 (as 夭 0, 一 1,2,…,2) 的 SOR 法 收敛 ， 
则 0<w<2， 
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这 个 定理 给 出 了 超 松弛 和 迭代 法 (SOR 法 ) 收 敛 的 必要 条 件 . 即 
只 有 松弛 因子 w 在 (0,2) 内 选取 时 , 超 松弛 迭代 法 才 可 能 收敛 . 但 
当 系 数 符 阵 4 为 对 称 矩 阵 且 w 满足 0<w<2 时 ,我 们 还 可 证 明 超 
松弛 和 迭代 法 一 定 收敛 . 

定理 7 若 4X= 的 系数 矩阵 4 为 对 称 正定 矩阵 , 且 0<w< 
2, 则 解 此 方程 组 的 SOR 法 收敛 ， 

最 后 ,关于 线性 方程 组 的 迭代 解法 还 指出 两 点 : 

(1) 从 理论 上 讲 , 和 迭代 法 可 以 得 到 任意 精度 要 求 的 近似 解 ,但 
是 由 于 受到 机 器 字 长 的 限制 ,不 可 能 达到 任意 的 精度 ,最 多 只 能 达 
到 机 器 精度 . 因此 使 用 误差 估计 式 max|z 一 2 |<e 来 控制 
迭代 终止 时 ,精度 要 求 e 要 选 得 恰当 ,小 于 或 接近 机 器 的 精度 ,都 
可 能 造成 死 循 环 , 

《2) 当 所 给 的 方程 组 不 满足 迭代 法 的 收敛 条 件 时 ,适当 调整 
方程 组 中 方程 的 次 序 或 作 一 定 的 线性 组 合 , 即 可 得 到 满足 欠 代 法 
收敛 条 件 的 同 解 方程 组 

例如 方程 组 

| 证 十 9zz 一 一 5， 

8zi 十 3zs 一 13， 
容易 验证 用 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 都 不 收敛 . 但 只 需 
将 方程 组 的 两 个 方程 次 序 调换 , 变 为 

es 十 3zz 一 13， 

2zl 十 9zz 一 一 5， 
显然 ,该 方程 组 的 系数 矩阵 


必 


是 严格 对 角 占 优 的 , 故 用 两 种 迭代 法 求解 都 收敛 
又 如 线性 方程 组 
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5zl 十 zz 十 2zr: 一 0， 
11zl: 十 8z: 十 zs 一 21， 
、 一 4zl 一 2z: 十 3zs 一 8. 
将 第 1 个 方程 二 倍加 到 第 2 个 方程 上 ,得 
一 ZI 十 10zr: 十 5zrs 一 21， 
又 将 第 1 个 方程 加 到 第 3 个 方程 ,得 
Zi 一 2 十 5zy 一 8.。 
从 而 得 到 与 原 方程 组 同 解 的 方程 组 
5zl 十 zs 十 2zs 一 0， 
上 zl 十 10zs 十 5zs 一 21， 
2Z1 一 2Zz 十 5zs 一 8， 
此 方程 组 的 系数 矩阵 显然 是 严格 对 角 占 优 的 , 故 无 论 用 雅 可 比 迭 
代 法 或 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 求解 都 收敛 . 


本 章 小 结 


本 章 主 要 讨论 了 线性 方程 组 的 直接 解法 和 迭代 解法 . 

直接 解法 的 重点 是 高 斯 列 主 元 消去 法 及 其 列 主 元 直接 三 角 分 
解法 引进 选 列 主 元 的 技巧 是 为 了 控制 计算 过 程 中 侈 和 误差 的 增 
长 ,减少 舍 和 误差 的 影响 , 一 般 说 来 , 列 主 元 消去 法 及 列 主 元 三 角 
分 解法 是 数值 稳定 的 算法 , 它 具 有 精确 度 较 高 .计算 基 不 大 和 算法 
组 织 容易 等 优点 ,是 目前 计算 机 上 解 中 ,小 型 稠密 矩阵 方程 组 可 靠 
而 有 效 的 常用 方法 ， 
在 实际 应 用 中 ,对 于 一 些 特 殊 类 型 的 方程 组 可 用 特殊 方法 求 
解 .例如 三 对 角 抢 阵 方程 组 (4 的 对 角 元 占 优 可 用 追赶 法 求解 ,对 
称 正定 抢 阵 方程 组 可 用 平方 根 法 求解 ,这 些 方法 都 是 数值 稳定 的 
方法 , 且 不 选 主 元 也 具有 较 高 的 精度 . 

关于 迭代 解法 ,本 章 主 要 介绍 了 雅 可 比 近 代 法 ,高 斯 - 塞 德尔 
只 代 法 和 超 松 弛 和 迭代 法 . 迭代 法 是 利用 计算 机 求解 方程 组 时 常用 
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的 方法 , 它 具 有 计算 公式 简单 ,程序 设计 容易 ,占用 计算 机 内 存 较 


少 ,容易 上 机 实现 等 优点 , 适 


月 于 解 大 型 . 稀 杖 矩阵 的 线性 方程 组 . 





超 松弛 闪 代 法 在 实用 中 比较 重要 ,但 要 选择 好 松弛 因子 ,才能 加 快 


收敛 速度 . 


在 使 用 迭代 法 时 ,还 要 特别 注意 检验 所 用 方法 的 收敛 性 及 其 
收敛 速度 问题 ,为 了 讨论 迭代 法 的 收敛 性 ,本 章 还 介绍 了 向 量 及 和 矩 
阵 范 数 的 概念 ,并 给 出 了 迭代 法 收敛 的 一 些 基本 定理 ， 


算法 与 程序 设计 实例 


1. 用 列 主 元 高 斯 消去 法 求解 方程 组 


算法 


将 方程 组 用 增 广 抢 阵 [4 ; 妇 = (ouxw+u 表 示 ， 


(1) 消 元 过 程 : 
对 &=1,2,，…， 一 1， 


人 选 主 元 , 找 mwE (AR 十 1,…，} 使 得 


|au 


一 InaX 5 
| Si la 


@@ 如 果 as=0, 则 矩阵 4 奇异 ,程序 结束 ;否则 执行 @. 
@@ 如 果 z 关 姑 则 交换 第 & 行 与 第 z 行 对 应 元 素 位 置 ， 


QU Qioy 


Q@ 消 元 ,对 ;一 A 十 1 


了 一 &o 十 1 
,计算 


人 一 ah/au， 


对 7j=L 士 1, 二 1l, 计 算 


0 一 ai 一 al 


〈2) 回 代 过 程 : 


@ 若 oo。 王 0, 则 和 抢 阵 4 奇异 ,程序 结束 ;否则 执行 @). 
Q@ z 一 aviaws 对 1 一 1 …，2,1, 计 算 


Ti 一 (ws 人 电 ca /4 
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实例 

例 1 解 方程 组 
0. 101zi 十 2.304zrs 十 3. 555zs = 1.183， 
1. 347z 十 3.712zs 4.62373 2.137， 


一 2.835zi 十 1.072zxs 十 5. 643zs 一 3. 035， 
程序 和 输出 结果 











/x 列 主 元 Gauss 消去 法 * / 
#include(stdio.hy》 
#include(conio,.h》 
##include(alloc.h》 
提 include(math.hy》 


main() 

{《 
int 1; 
float * xy 


} 


float c[3][4]=(0. 101,2.304,3.555,1.183， 
一 1. 347,3.712,4. 623,2. 137， 
一 2.835,1.072,5.643,3. 035)}5 

float * ColPivot(float x* ，int); 

x 一 ColPivot(cL0],3); 


clrscr(); /xclear screen # / 


for(i=0;i 玫 一 2,i 十 十 ) printf("x[%%d] 一 %fNnwiyx[i)， 


getch(); 


float * ColPivot (float * c，int n) 


{ 


int ij,t,k; 


float x xyypi; 
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xX 一 (float x )mallocCn x sizeof(float)); /x 分 配 内 存 * / 

for(i=0;i<=n 一 25i 十 十 ) 

{ 

k 一 i; 

for(j 一 i 十 15j 才 =n 一 13j 十 十 ) 

ii(fabs(C* (c 十 jx (Cn 十 1) 十 i)) 盖 (fabs(* (c 十 kx Cn 十 1) 
十 D))) k 一 j; 


这 (k! 一 i 
for(=ij< 一 njj 十 十 ) 
{ 


p 一 *(c 十 ix (n 十 1) 十 j)) 
x〈c 十 ix (n 十 1) 十 j) 一 *〈c 十 kx (Cn 十 1) 十 j); 
x〈c 十 kx (n 十 1) 十 )) 一 p; 

} 

for(j 一 i 十 1;j 玫 =n 一 1)j 十 十 ) 


{ 
p 一 (x* (c 十 jx Cn 十 1) 十 iD)/Cx(c 二 ix (n 十 1) 十 iD)， 
for(t 一 iit< 一 nit 十 十 ) 
#《c 十 jx (n 十 1) 十 t) 一 一 py(#(c 十 ix (n 十 1) 十 t))5 
》 


} 
for(i 王 n 一 15i 全 一 0ii 一 一 ) 


{ 
for(j=n 一 1;j 盖 一 i 十 1 一 一 ) (< (十 ix (n 十 1) 十 n) ) 一 
一 x[j]jx*(* (c 十 ix Cn 十 1) 十 j))5 
x[ 问 = * (c 二 ix Cn 十 1) 十 n)/Cx (c 十 ix Cn 十 1) 十 iD)3 
》 
Teturn Xy 
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输出 结果 如 下 : 
Z[0] 一 一 0.398234 
z[1]= 0.013795 
z[2] 一 0.335144 


2. 用 雅 可 比 和 迭代 法 解 方 程 组 

算法 

设 方 程 组 hxr= 的 系数 矩阵 的 对 角 线 元 素 av 天 0 (=1,2， 
…,) ,AM 为 欠 代 次 数 容许 的 最 大 值 ,s 为 容许 误差 ， 

@ 取 初 始 向 量 x 一 (zi zi wz)T, 令 & 一 0. 

加 对 ;=1,2，…m 计 算 


有 
wu+D _ 工 ob 
5 二 (4 后 aozl 区 
四 7 


HH 


@@ 如 果 立 |zro 一 zx 1<e, 则 输出 xwt ,结束 ;否则 执行 


@ 如 果 4 之 M, 则 不 收敛 ,终止 程序 ;否则 4 十 1, 转 @， 
实例 
例 2 用 雅 可 比 迭 代 法 解 方程 组 
5zi 十 2zr: 十 zs 一 8， 
| 十 8z: 一 3zs 一 21， 
zl 一 3zz 一 6z3 一 1. 
程序 和 输出 结果 
林 include(stdio.h》 
##include(conio. h》 
##include(alloc.h)》 
提 include4math.hy 
并 define EPS le 一 6 


71 


#define MAX 100 

float * Jacobi(float a[3][4],， int n) 

人 

float x*x，xy，epsilon ，s 

int ij,k 一 0; 

x 一 (float *x* )mallocCn x sizeof(float))， 
y= 一 (float * )malloc(Cn x sizeof(float)); 
for(i=0ii<nii 十 十 ) x[ 训 一 0; 


while(1) 
《 
epsilon 一 01 
k 十 十 ; 
for(Gi=0ii<nii 十 十 ) 
{《 
S 一 0; 
for(j=05j<njj 十 十 ) 





1 


计 (j 一 一 i) continuey 
s 十 一 a[i]U]*x[Dj]， 
} 
y[i 房 = (a[i 训 [no] 一 s)/a[i][i] 
epsilon 十 一 fabs(y[i 训 一 x[i])， 
}》 
it(epsilon<EPS){printf(“ 和 迭代 次 数 为 : M%dNn”k)ireturn 
if(k 之 =MAX) 
{printf(“The Method is disconvergent2”); 
return yi 》 
for(i=0;i<nji 十 十 ) x[ 订 一 y[i， 
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》 

main() 

{《 

int i; 

float aL3][L4] 一 45,2,1,8,2,8, 一 3,21,1, 一 3, 一 6,1)5 
float *x xy 

x 一 (float x* )malloc(3 x sizeof(float))， 

x 一 Jacobi(a,3)， 

clrscr(); 

for(i 王 0;yi<3;i 十 十 )printf("x[%d]=%fvn ix[i])， 
getch(); 

)} 


输出 结果 如 下 ， 
迭代 次 数 为 20 
z[0]= 1.000000 
xz[1]= 2.000000 
xz[2]= 一 1. 000000 


思 考 题 


1. 何谓 高 斯 消去 法 ? 它 与 一 般 消 去 法 有 何不 同 ? 怎样 利用 高 
斯 消去 法 计算 系数 矩阵 的 行列 式 ? 

2， 计算 机 上 为 什么 不 用 克 莱 姆 法 则 与 约 当 消去 法 ? 

3, 为 何 要 采用 列 主 元 消去 法 ? 它 是 怎样 从 高 斯 消去 法 演变 过 
来 的 ? 

4. 追赶 法 适用 于 何 种 类 型 的 方程 组 ? 它 是 怎样 从 高 斯 消去 法 
演变 过 来 的 ? 

5. 何谓 三 角 分 解法 ? 主要 有 哪 几 种 ? 计算 公式 有 何 异 同 ? 主 
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要 用 于 哪些 情形 ? 

6， 改进 的 平方 根 法 适用 于 何 种 类 型 的 方程 组 ? 怎样 用 紧 资格 
式 的 方法 来 记忆 改进 的 平方 根 法 ? 

7. 写 出 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 塞 德尔 达 代 法 的 计算 公式 . 它 
们 各 有 什么 特点 ? 

8 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 的 矩阵 表示 形式 是 什 
么 ? 为 何 要 研究 它们 的 矩阵 表示 形式 ? 

9， 判别 迭 代 法 收敛 的 充分 必要 条 件 及 充分 条 件 是 什么 ? 

10， 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 收敛 性 的 各 种 判别 
条 件 是 什么 ? 


习 题 二 


1. 分 别 用 高 斯 消去 法 和 列 主 元 素 消去 法 求解 下 列 方程 组 ， 
(计算 取 4 位 小 数 ) 
2z 一 2 一 Z3 一 4， 
(1) 13zi 十 4zz 一 2zs 一 11， 
3z1 一 2zz? 十 473 一 11; 
3z1: 一 zz 十 4Zz3 一 7， 
(2) 4 一 Zi 十 27zz 一 27: 一 一 1， 
2zi 一 3z? 一 27z3 一 0; 
1.1161zi 十 0.1254zz: 十 0. 1397zs 十 0. 1490z4 一 1.5471， 
0.1582zi 十 1. 1675z? 十 0. 1768zs 十 0. 1871xz4 一 1. 6471， 
0. 1968zi 十 0. 2071z? 十 1. 2168zs 十 0, 2271z4 一 1. 7471， 


0.2368zi 十 0. 2471z? 十 0. 2568zs 十 1. 2671z4 一 1. 8471. 
2. 用 ZU 三 角 分 解法 求解 方程 组 : 


《3) 





62 1-=-1rz 6 
24 1 90z 1-1 
1 1 4 一 1|lz | 5 

-10 -1 3Lx 一 5 
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3. 用 平方 根 法 解 下 列 方程 组 


3 2 1 5 
(1) | 2 中 | 
1 0 3jkbrs 3 
2 中 | 
(2) |2 2 0|1izz|=|3|， 
癌 让 2 


4. 用 改进 的 平方 根 法 解 方程 组 : 


2 一 1 1fz 4 
一 1 一 2 3||z|= |5|. 
1 3 1 lzrs 6 


5. 用 追赶 法 解 下 列 方程 组 ， 











[5 6 xz 
证 2 0 

(1) 了 Ts | 一 
15 6llc| lo 
友 1 5JLrs L1 


[5 1 1fz]j pz7] 
(2) |1 5 1||zxz|=|114|， 
下 

6. 证 明 下 列 方程 组 的 雅 可 比 迭 代 法 和 相应 的 高 斯 - 塞 德尔 迭 
代 法 收敛, 并 写 出 多 代 公式 ， 




















I7 1 21fz] Dol 
(1) 12 8 2||z|=| 8 
lz 2 9jilz | 
[5 -2 fm 4 
(2) |1 5 一 3 时 -| 中 
lt 1 一 中 [zs 一 11 
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7， 设 有 方程 组 
5zl 十 2zz 十 zs 一 一 12， 
| 2Z1 十 4zz 十 2zs 一 20， 
2zi 一 3rs 十 10zrs 一 3， 
(1) 证 明 用 雅 可 比 迭 代 法 与 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 解 此 方程 组 
均 收 敛 ， 
(2) 取 初 始 向 量 X% = (一 3,1,1)7, 分 别 用 雅 可 比 迭 代 法 与 
高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 求解 ,要 求 max |z 一 5 |S 生 10 时 迁 代 终 
止 . 
8. 取 w=0.8, 初 始 向 量 X2=(0,0,0)7, 用 SOR 方法 解 方程 


下 


并 且 要 求 一 人 [和 10 “时 终止 迭代 . 试 与 精确 解 居 一 
(1/2,1, 一 1/2)7 比较 ， 
9. 设 线性 方程 组 4X 一 的 系数 矩阵 为 


认 和 
4=|- 一 1 1 
是 


证 明 用 雅 可 比 迭 代 法 收敛 ,而 用 高 斯 - 塞 德尔 达 代 法 不 收敛 ， 
10. 设 线性 方程 组 4XK 一 ”的 系数 矩阵 为 

2 

1 

1 下 天光 

证 明 用 雅 可 比 欠 代 法 不 收敛 ,而 用 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 收 鳃 . 


QQ 


1 
11. | 1 se 
Q& 1 


组 


， 





4 = 


人 
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一 0.5<a<<0 时 用 雅 可 比 迭 代 法 解 4X 一 收敛 . 


12. 设 
有 [0.6 0, 5]， 
Lo.1 0.3 
计算 4 的 行 范 数列 范 数 .2- 范 数 及 大- 范 数 ， 
13. 设 XER，4ERx" 证 明 ， 
(1) 和 1 和 1x hs<n1X1 


(2) 志 | 4 人 sl41<141. 


了 


第 三 章 “ 非 线 性 方程 的 数值 解法 


在 科学 研究 与 工程 技术 中 常会 遇 到 求解 非 线性 方程 A(z) 一 0 
的 问题 , 而 方程 技 /(z) 是 多 项 式 或 超越 函数 又 分 别称 为 代数 方程 
或 超越 方程 . 例如 代数 方程 
2z4 一 10z3 十 35z: 一 50z 十 24 一 0， 
超越 方程 


对 于 不 高 于 4 次 的 代数 方程 已 有 求 根 公式 ,而 高 于 4 次 的 代数 方 
程 则 无 精确 的 求 根 公 式 , 至 于 超越 方程 就 更 无 法 求 出 其 精确 解 了 . 
因此 ,如 何 求 得 满足 一 定 精度 要 求 的 方程 的 近似 根 也 就 成 为 了 广 
大 科技 工作 者 迫切 需要 解决 的 问题 .为 此 ,本 章 介 绍 几 种 常用 的 非 
线性 方程 的 近似 求 根 方法 . 


$1 根 的 搜索 与 二 分 法 


一 、 根 的 搜索 


在 用 近似 方法 求 方程 的 根 时 ,需要 知道 方程 的 根 所 在 区 间 , 如 
果 在 区 间 [Le, 刀 内 只 有 方程 fxz)=0 的 一 个 根 , 则 称 区 间 [a , 急 为 
隔 根 区 间 . 

寻找 方程 f(z)=0 的 隔 根 区 间 ,通常 有 如 下 两 种 方法 : 

1， 描 图 法 

画 出 >=.A(z) 的 简 图 ,由 曲线 与 二 轴 交 点 的 位 置 确定 出 隔 根 
区 间 ,或 者 将 方程 等 价 变形 为 gl(z)=sz(z), 画 出 函数 > 一 giCz) 
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RE 


ng 


和 y=&s(z) 的 简 图 ,从 两 条 曲线 交点 的 模 坐标 的 位 置 确定 隔 根 区 
间 . 

2、 逐 步 搜索 法 

先 确定 方程 FCz) 一 0 的 所 有 实 根 所 在 区 间 [a, 妇 ,再 按 选 定 
的 步 长 1 一 弛 2 (n 为 正 整 数 ) , 逐 点 计算 叉 =a 十 上 (=0,1,2， 


了 
…) 处 的 函数 值 /zi , 当 jzo) 与 JCzat) 的 值 异 号 时 , 则 
Lzeyztt] 即 为 方程 FCz)=0 的 一 个 隔 根 区 间 . 

对 于 痉 次 代数 方程 

jz) 一 zi 十 airzo 十 dz 2 十 十 an 十 an 一 0， 

六 和 二 业 拓 

如 果 能 事先 确定 实 根 的 上 下 界 ,那么 在 找 方 程 的 隔 根 区 间 时 ,就 可 
以 减少 一 些 不 必要 的 计算 量 . 关于 方程 (3. 1.1) 根 的 绝对 值 ( 即 根 
模 ) 的 上 下 界 有 如 下 结论 ， 

(1) 若 w 一 maxt|la|l, laz|，…|ao|)， 则 方程 (3.1.1)? 的 根 的 
绝对 值 小 于 A++1， 

1 


(2) 若 "= 一 max{(l, la la …，|ao-|l)， 则 方程 


|ao| 
(3.1. 1) 的 根 的 绝对 值 大 于 下- 
利用 以 上 结论 可 以 求 得 实 根 的 范围 . 
例 1 求 方 程 3z 一 1 一 cosz 一 
0 的 隔 根 区 间 . 
解 用 作 图 法 ,将 方程 等 价 变 
形 为 





3z 一 1 一 cosz， 
令 y=3z 一 1,y 一 cosz, 作 两 个 函 
数 的 图 形 , 如 图 3-1. 由 图 3-1 知 ， 
方程 仅 有 一 实 根 , 隔 根 区 间 为 图 3-1 
{0.5，,1]. 
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例 2 求 方程 z 妇 一 3. 2z: 十 1. 9z 十 0.8 一 0 的 隔 根 区 间 . 
解 ”用 逐步 搜索 法 . 设 方程 的 根 为 ,因为 
Ap 一 max{tl 一 3.2|,|1.9|,10.811}) = 3.2， 


4 一 和 Smaxtl,| 一 3.2|1,11.911) 一 4， 


所 以 


1 
1 十 " 





0.2 一 


即 隔 根 区 间 为 
一 4.2<a< 一 0.2 和 0.2<a<<4.2. 
由 表 3-1 计算 F(zx, 取 ?一 8, 思 =0. 5 
表 3-1 

1 一 0.7| 一 0.21 0.2 0.7 1.2 1.7 2.2 图 卫生 
由 表 3-1 可 以 看 出 , 隔 根 区 间 为 [一 0.7, 一 0.2],[1.2,1.7]， 
四 7 和 2 

这 种 逐步 搜索 寻找 隔 根 区 间 的 方法 ,在 计算 机 上 实现 十 分 方 
便 ,只 需 将 函数 jz) 排 一 个 程序 ,然后 由 键盘 输入 起 点 zo 及 步 长 
A, 根 据 计 算 的 结果 ,调整 步 长 六 的 大 小 ,总 可 以 把 隔 根 区 间 全 部 找 
出 来 . 当 步 长 六 越 小 时 , 找 出 的 隔 根 区 间 越 小 ,这 时 以 区 间 内 的 某 
个 值 作为 根 的 近似 值 就 越 精确 . 但 户 越 小 ,计算 量 就 越 大 .因此 ,应 


考虑 如 何在 此 基础 上 找 出 更 精确 的 近似 根 . 对 此 下 面 我 们 继续 介 
绍 二 分 法 . 


二 、 二 分 法 

二 分 法 的 基本 思想 是 通过 计算 跟 根 区 间 的 中 点 ,逐步 将 隔 根 
区 间 缩 小 ,从 而 可 得 方程 的 近似 根 数列 {z,). 

设 7(z) 为 连续 函数 ,又 设 方程 Fz)=0 的 隔 根 区 间 为 [a,b， 


为 确定 起 见 , 设 fa) 一 0,7(6) 之 0. 二 分 法 的 做 法 就 是 首先 将 区 间 
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< lal<w 二 1=4.2， 












fa 们 二 分 得 中 点 Ce 十 人 2. 将 [ev 扫 分 为 两 个 相等 区 间 , 计 和 
7(z) 在 中 点 的 函数 值 /2 二? . 若 /| "二 ?| = 0, 则 > = 二 4 就 


是 方程 A(z) 一 0 的 根 ;否则 ,车 /| 二 4| <0, 由 于 7(z) 在 左 半 区 
间 | ,4 二 | 内 不 变 号 ,所 以 方程 的 隔 根 区 间 变 为 | “二 4,]. 同 理 ， 


若 几 2 二 ?| > 0, 则 方程 的 有 根 区 间 变 为 [as,2 寺 4] ,将 新 的 隔 根 区 
间 记 为 [wb]. 
其 次 ,将 La,b] 二 分 ,重复 上 述 过 程 ,又 得 到 新 的 隔 根 区 间 
[az,bs] ,这样 不 断 作 下 去 ,就 得 到 一 系列 隔 根 区 间 : 
[ae,O 忆 [aib] 定 … 了 [atb 四 了 … 
并 有 (ob)， CD<0,z'e (atpoD, 且 后 一 区 间 的 长 度 都 是 前 一 
区 间 长 度 的 一 半 , 所 以 Laxybg 的 长 度 为 











入 一 ak 一 到 喜 < 
当 &-*co 时 ,区 则 [au,b] 的 长 度 必 趋 于 零 , 即 这 些 区 间 最 终 收缩 于 
一 点 ,显然 就 是 方程 /Cz) 一 0 的 根 . 
实际 计算 时 ,只 要 二 分 的 次 数 ， 足够 大 ,就 可 取 最 后 区 间 的 中 
点 必 = 和 于 色 作 为 方程 rz) 一 0 的 根 的 近似 值 , 即 


和 CQ 十 姑 
7 





此 时 所 产生 的 误差 为 


ie 一 二 生生 一 


若 事先 给 定 的 精度 要 求 为 e, 则 只 需 





lz"” 一 2| < <e 
便 可 停止 计算 . 
例 3 用 二 分 法 求 方程 zs+4z? 一 10=0 在 [1,2] 内 的 根 的 近 
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似 值 ,要 求 绝对 误差 不 超过 二 X10- 
解 ”F(z)=z3 二 4z? 一 10 在 [1,2] 上 
刀 (rz) 一 3zz 十 4r 盖 0， 
故 jz) 在 [1,2] 上 严格 单调 增加 , 且 AF(1)<0,F(2) 之 0, 所 以 方程 
在 [1,2] 内 有 惟一 实 根 , 


4 一 
令 全 4< 六 xl0 “, 则 得 
& 十 1 过 ln200( 一 a)/in2， 


所 以 至 少 对 分 8 次 . 
取 a 一 二 二 1.5 开始 计算 ,列表 3-2 如 下 所 示 . 所 以 有 





























六 (1. 359375 十 1. 3671875) 
1.363. 
表 3-2 
一 一 一- 一 -一 

人 wk zi) 符号 隔 根 区 间 
1 Zi 一 1.5 十 [1,2] 
2 yz 一 1.25 一 [1,1.5] 
3 3 一 1. 375 十 [1.25,1.5] 
4 | xl.3125 基 [1.25,1.375] 
5 5 一 1.34375 一 [1.3125,1.375] 
6 xs 一 1.359375 一 [1.34375,1.375] 
7_ | mm=13671875 二 [1.359375,1. 375] 
8 | mm=1.36328125 一 [1.359375,1. 3671875] 











二 分 法 又 称 对 分 法 ,其 优点 是 运算 简单 ,方法 可 和 车, 对 函数 
3 一 /xz) 的 要 求 不 高 ,只 要 求 函 数 > 一 yz) 在 区 间 [a,] 连 续 , 易 
于 在 计算 机 上 实现 ,但 缺点 是 不 能 用 其 来 求 复 根 及 偶数 重 根 , 且 由 
于 每 步 误 差 是 以 1/2 因子 下 降 , 故 收敛 速度 也 较 慢 . 因此 ,常用 该 
方法 为 其 他 求 根 方法 提供 较 好 的 近似 初始 值 ,再 用 其 他 的 求 根 方 
法 精确 化 
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用 二 分 法 求 近似 根 的 流程 图 如 图 3-2. 















































8$ 2 和 迭代 法 及 其 迭代 收敛 的 加 速 方法 


迭代 法 是 方程 求 根 最 常用 的 方法 ,尤其 是 计算 机 的 普遍 应 用 ， 
使 送 代 法 的 应 用 更 为 广泛 . 
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一 、 和 迭代 法 


和 迭代 法 是 一 种 逐次 逼近 的 方法 ,其 基本 思想 是 利用 某 种 递 扒 
算式 ,使 某 个 预知 的 近似 根 ( 简 称 初 值 ) 逐 次 精确 化 ,直到 满足 精度 
要 求 的 近似 根 为 止 , 具 体 做 法 如 下 : 

给 定 方程 

JCz) 一 0， 《3.25 3 
其 中 FGz) 在 有 根 区 间 [e,b] 上 连续 ,并 设 z 是 方程 的 一 个 近似 
根 ,将 方程 f(z)=0 改写 等 价 形式 


并 一 PC)， 《3 2 
为 了 求 出 (3, 2. 1) 在 [a, 纪 上 的 根 ,由 (3. 2. 2 构造 迭代 序列 

2Zl 一 9zo)， 

Zaz 一 VCz)， 

7 (3. 基 3) 


Zhirl 一 PCzt)， 


这 种 方法 称 为 迭代 法 (或 简单 选 代 法 )，2Cz) 称 为 迭代 函数 . 
若 由 迭代 法 产生 的 序列 {zt} 的 极限 存在 , 即 jimzs 一 z”, 则 称 {zu) 
收敛 或 远 代 过 程 (3. 2. 3) 收 敛 ,否则 称 {zu) 发 散 ， 

迭代 法 的 几何 意义 可 解释 为 : 求 方程 zx=Y(Cz) 的 根 zx" ,在 几 
何 上 就 是 求 直线 >=z 与 曲线 ?= YCz) 交 点 已 " 的 横 坐 标 , 见 图 
3-3. 

对 于 z“" 的 某 个 初始 近似 值 zu, 对 应 于 曲线 > 王 p(z) 上 一 点 
Po(Czo,Yzo)), 过 Po 点 引 平行 于 z 轴 的 直线 , 交 直 线 y= 工 于 点 
Qi(CzuzbD 过 @ 再 作 平 行 于 > 轴 的 直线 , 它 与 曲线 y=Yz) 的 交 
点 记 作 PCztyg(Czt)); 过 已 再 作 平 行 于 轴 的 直线 ,又 交 直 线 
y= 开 于 点 Q:(Czizz),… 继续 如 此 做 下 去 ,就 在 曲线 > 一 YCz) 上 
得 点 列 Pu, Pi,P:,… ,逐渐 台 近 于 交点 已 " ,点 列 的 横 坐 标 zoy zi， 
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人 ) gf Or >1 (d) 9 ee)<-! 


便 3-3 


ay 逐渐 趋 于 根 ,可见 ,此 时 近代 格式 收 伊 ,如 网 3-3 中 的 
Ca),(b), 和 否则 达 代 格式 发 散 ,如 图 3-3 中 的 (c),(d)， 

从 图 中 可 知 , 当 迭代 函数 wz) 的 导数 VCz) 在 根 r "处 满足 不 
同 条 件 时 ,迭代 过 程 的 收敛 情况 也 有 所 不 同 . 由 此 可 见 , 迭 代 过 程 
的 收敛 依赖 于 迭代 函数 PCz) 的 构造 ,为 使 过 代 法 有 效 ,必须 保证 
它 的 收敛 性 ,一 个 产生 发 散 序列 的 迭代 函数 是 没有 任何 使 用 价值 
的 . 

设 wz) 为 连续 函数 , 且 limre 一 7 , 则 有 一 2 故 z 是 
方程 xz=YCz) 的 解 , 称 >" 为 迷 代 函数 的 不 动 点 ,简单 进 代 法 又 称 
为 不 动 点 迭代 法 . 

显然 ,将 Fozr)=0 转 化 为 等 价 方程 > 一 gz) 的 方法 有 多 种 ,并 
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不 是 惟一 的 ,例如 方程 AF(z)=z 一 sinz 一 0.5=0 可 改写 为 如 下 两 
种 等 价 方程 ; 

(1) z 一 sinz 十 0.5 一 PCz); 

(2) z 一 arcsin(z 一 0.5) 一 pz(zr). 
而 在 由 方程 FCz)=0 转化 为 等 价 方程 zx 一 p(z) 时 ,选择 欠 代 函数 
9Y9(z) 是 很 重要 的 . 选择 不 同 的 迭代 函数 PCz), 就 会 产生 不 同 的 序 
列 {ze}), 且 这 些 序列 的 收敛 情况 也 不 一 定 相 同 ,即使 初始 值 选 择 相 
同 但 收敛 情况 也 不 一 定 相同 . 

例 1 已 知 方程 10 一 z 一 2=0 在 [0. 3,0.4] 内 有 一 个 根 ,用 
两 种 不 同 的 迭代 公式 

(1) zi+ 一 10 一 2 

(2) zk+i 一 lg(Czt 十 2)， 
进行 友 代 ,观察 所 得 序列 的 收敛 性 ， 

计算 结果 见 表 3-3. 








表 3-3 
人 (1) (2) 
0 Zo 一 0. 3 7o 一 0. 3 
1 一 一 0.0047 xi 一 0.3617 
2 一 一 1.0108 一 0.3732 
3 3 一 0. 3753 
4 4 一 0. 3757 
由 计算 结果 知 ,该 例 中 的 迭代 公式 (1) 产 生 的 数列 是 发 散 的 ， 
迭代 公式 (2) 产 生 的 数列 是 收敛 的 . 


由 此 看 来 ,必须 讨论 欠 代 法 收敛 的 条 件 . 
由 迭代 法 的 几何 意义 可 知 , 为 了 保证 和 欠 代 过 程 收敛 ,就 要 求 迭 
代 函 数 PCz) 在 区 间 [e ,和 上 变化 不 要 太 快 , 即 W (z) 的 绝对 值 应 较 
小 .从 图 3-3 看 出 , 当 |W(z)|<1 时 ,和 迭代 过 程 收敛 ,这 种 情况 可 
见 图 中 (a),Cb) ,否则 发 散 , 如 图 中 (c),(d). 
综 上 所 述 , 即 可 给 出 如 下 和 迭代 法 收敛 定理 . 
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定理 1 设 有 方程 zx=Y(z), 若 兴 代 函数 w(z) 在 有 根 区 间 
[ce ,外 上 满足 : 

(1) 当 zE[a,o 时 ，wz)E[Lae' os; 

(2) PCz) 在 [La, 站 上 可 导 , 且 有 18 (z)1 委 工 1,rE [ab ， 
则 有 

(1) 方程 z=Yz) 在 [we,o 上 有 惟一 的 根 r"， 

〈2) 对 任意 初 值 zuE [a,p], 迷 代 公 式 zi 一 Cr (4 一 0,1， 
2,…) 产 生 的 数列 {ze} 收 敛 于 方程 的 惟一 根 z”, 即 limze 一 7 ; 

(3) 误差 估计 





| -zl<j 乞 = 一 zo|， (3. 2. 4) 
证 明 《1) 先 证 方程 根 的 存在 性 : 作 函 数 8(z) 一 zx 一 wz)， 
由 Yz) 在 [a, 妇 上 可 导 知 g(z) 亦 在 (a, 思 ) 内 可 导 , 故 gCz) 在 [o , 匀 
上 连续 , 由 本 定理 条 件 (1) 有 
&g(a) 一 aa 一 do) 委 0，8() = 一 20) 之 0， 
于 是 由 连续 函数 的 介 值 定理 , 必 存 在 zeE [Lo,b 使 得 gr)=0， 
即 z=2xz ) 因此, z 是 方程 zx= 王 gz) 的 根 . 
再 证 惟一 性 : 假设 存在 两 个 根 z ,xz EL[a,o],zyr 天 zy ,使 得 
1 一 VT )，xX2 一 Zr )， 
两 式 相 减 并 由 微分 中 值 定理 有 
| 一 2 一 VCzrr) 一 zs)| 
一 |Y lz 一 2 
其 中 在 i 与 zz 之 间 , 因 而 se [ao], 由 条 件 (2), 得 
本 一 人 EL 一 < 
上 式 是 不 可 能 成 立 的 , 故 必 有 zy 一 z 一 z， 
〈2) 证 收敛 性 : 由 迭代 过 程 (3. 2. 3) 及 本 定理 条 件 (1), 当 取 
xzoE [ab] 时 , 则 有 
人 [as ( 堪 三 12ow)， 
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一 人 VCT 一 WT iD) 


是 由 微分 中 值 定 理 和 条 件 (2? 可 得 























| 一 娩 |[ 王 2 ) 一 约 2D| 一)z 一 2 
过 唱 忆 一 天 和 过 亚 革 二 站 
魏 … 委 太一 人 |， 
其 中 把 - 在 写 "与 之 间 .因为 荆 <1, 所 以 
im 三 | 一 wo 一 0， 
故 Jimze 一 并 
(3) 下 证 误差 估计 式 (3.2. 4): 由 迭代 公式 xi 一 PCreo) ,显然 
对 任意 正 粘 数 和 有 有 
1z” 一 Ti 一 wz ) 一 人 ze)| 1w (ez 一 | 
< 
其 中 名 在 业 与 之 间 ， 
同 理 
1 一 2 委 了 At， (3,2.5) 
但 足 
4 一 | 一 |z 一 2 一 (一 20)| 
志 lz 一 性 一 | 一 2 
六 一 帮 | 一 了 ”一 和 | 
= 一 (1 一 ZL)|z'" 一 |， 
从 而 有 
民 汪 各， 必 全 -< | 靖 吉 二 及 [县 了 区 
一 汽 1 一 允 
《3. 2 6) 
上 友 复 应 用 (3. 2. 5) 式 可 得 
| msi xol (一 1,2,…)， 


定理 得 证 . 
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容易 推 得 例 1 中 的 达 代 公式 (2) 满 足 定理 (1) 的 条 件 . 

在 实际 计算 中 ，(3. 2. 4) 式 不 仅 可 以 用 米 估 计 迭 代 大 次 时 的 
误 短 ,还 可 以 用 来 估计 达到 给 定 的 精度 要 求 s 时 ,所 震 达 代 的 次 数 
人 . 





若 欲 使 1 一心 | 过 se, 只 要 





网 5 
宇 2 一 Jo| 去 e， 
从 而 达 代 次 数 满足 
4>m 和 二 全 jn (3.2.7) 
2 一 


注意 到 估计 式 (3. 2.6), 当 0< 7 到 1 越 小 时 ,序列 te 收敛 越 
快 ,只 要 相 邻 两 次 达 代 的 偏差 | 一 ze 足够 小 时 ,就 可 以 保证 近 
似 解 ,wx 有 足够 的 精度 . 因此 ,上 机 计算 时 , 常 采用 条 件 | 关 一 zi 
去 e 来 控制 达 代 终止 , 但 要 注意 的 是 ,当世 关 1 时 ,即使 1 一 re il 
很 小 ,但 误差 | 一 zx 还 是 可 能 较 大 ， 

由 于 定理 1 中 的 条 件 (1) 一 般 不 吻 验 证 ,县 对 上 上 较 大 范围 的 隔 
根 区 间 此 条 件 也 不 一 定 成 立 , 而 在 根 的 邻近 ,定理 的 条 件 是 成 立 
的 , 为 此 再 给 出 下 述 欠 代 过 程 的 局 部 收敛 性 定理 ， 

定理 2( 达 代 法 的 局 部 收敛 性 定理 ) 设 六 是 方程 zx 一 7) 的 
根 , VCr) 在 居 的 某 一 邻 域 连续 , 且 |W Cr) 去 1, 则 必 存 在 妆 的 

-个 邻 域 S= 4 一 六 | 受 9) ,对 任意 选取 的 初 值 xvES, 达 代 公 

式 w= 王 ea =1,2…) 产 生 的 数列 {tzx 收 公 于 方程 的 根 灾 
(这 时 称 达 代 法 在 必 的 $S 邻 域 基 有 局 部 收敛 性 )， 

证 明 取 [e,O 一 [一 9 十 9], 上 上 是 只 要 验证 定理 1 中 的 
条 件 (1) 成 立即 可 . 

设 ES, 即 1 一 1 委 $ 时 ,由 微分 中 值 定 理 有 帮 | (7z)1<<1， 














有 
PCz) 一 交 | 二 |pC) 一 Cr 1 
or 一 7 
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委 工 lz 一 并 | 
< 1Ir 一 六 | 委 ， 
其 中 5ES, 故 PCz)ES. 

由 于 在 实际 应 用 中 z "事先 不 知道 , 故 条 件 |9W (Cz  )1<]1 无 法 
验证 . 但 如 果 已 知 根 的 初始 值 ze 在 根 二 的 附近 ,又 根据 8 (z) 的 
连续 性 , 则 可 采用 条 件 

IY (zl <<1 
来 代替 |w (z" )|<<1. 
例 2 求 方程 Koz)=27z 一 lgz 一 ?=0 的 最 大 根 ,要 求 精度 为 


y 解 〈1) 求 隔 根 区 间 方 程 等 
价 形式 为 
2z 一 7 一 1gz. 
作 函 数 >=2z 一 ? 和 yy 一 lgz 的 图 
形 ,如 图 3-4 所 示 , 由 图 知 ,方程 的 
最 大 根 在 区 间 [3, 5,4] 内 ， 
(2) 建立 达 代 公式 ,判别 收敛 





区 





性 . 
图 3-4 将 方程 等 价 变形 为 
一 二 dgz 十 7)， 


2i+1 一 二 (lgz 汪 光 


因为 W(z) 一 下 0 十 ,所 以 Kz) 在 区 间 [3. 5, 人 4 可 导 ， 
因为 Yoz) 在 区 间 [3.5,4] 上 是 增 函 数 , 且 
9(3.5)<3.77， Y4)<z3.80， 
所 以 , 当 zeE[3.5,4] 时 ，P(z)E[L3.5,4]. 

因为 
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了 一 max ,|9 (Z) | 9 (3.5) 0.06， 
所 以 对 于 区 间 [3.5,4] 上 的 一 切 zx, 有 
Iw(z)1 委 0.06<<1. 
由 定理 1 知 , 和 迭代 法 收敛 ， 
(3) 计算 ， 
取 xzo=3.5, 有 


zi 一 二 dlgzo 十 7) < 3.78989， 





二 (dgz 十 7) = 3.78931， 
一 到 dg 十 7) <- 3.78928. 
因为 |zs 一 zs| 委 10 ,所 以 方程 的 最 大 根 
2Z"” 2 23 一 3.789. 
例 3 用 迭代 法 求 方程 z 一 它 一 1=0 在 隔 根 区 间 [1.4,1.5] 
内 的 根 ,要求 精确 到 小 数 点 后 第 4 位 ， 
解 〈1) 构造 欠 代 公式 ， 
方程 的 等 价 形式 为 
Z= yz 十 1] = Yz)， 
迭代 格式 


4+1 一 v 妈 十 1. 
(2) 判断 迭代 法 的 收敛 性 . 
用 定理 2 判定 
VCz) = 一 一 2 于 一 
3 AyCz 十 17 
因为 wz) 在 区 间 (1.4,1.5) 内 可 导 , 且 
lw (z)1 迄 0.5<<1， 
所 以 ,迭代 法 收敛 . 
(3) 列表 计算 见 表 3-4， 
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十 X10 
人 -1 5 加 ES 国有 加 
1 4812480 1 一 .rols0.02 

和 xs 一 1. 4727057 一 人 | 0.009 

3 414688173 za 一 | 六 0.004 

1 4670480 4 一 |s0.002 

5 .4662430 | 一 zi| 关 0.0009 

6 4658786 | 一 rs0.0004 

有 公 7 一 1. 4657020 |z7 一 rel 关 0.0002 

8 wx 一 1.1656344 xs 一 xi|s0.00007 

9 do 一 1.4656000 | 一 rr 委 尖 19 


由 表 3-4 可 见 , 第 9 次 达 代 结果 满足 精度 要 求 , 故 取 7 一 
]. 4656. 

综 上 所 述 , 用 达 代 法 求 方程 ACz)=0 的 根 的 近似 值 的 计算 步 
台 如 下 : 

(1) 准备 : 选 定 初始 值 xy 和 确定 方程 fCz) 一 0 的 靠 价 方程 
OCT) 

(2) 迭代 : 按 迭 代 公式 ra 二 Woae 计 算出 (1 2 

(3) 判别 : 若 |ru 一 zl<ete 为 省 先 给 定 的 精度 ), 则 终止 迭 
代 , 取 rm 作为 根 r "的 近似 俩 , 徊 则 , 转 (2) 继 续 达 代 . 

达 代 法 的 优点 是 计 算 程序 简单 ,县 可 计算 复 根 ， 

对 上 收敛 的 迭代 公式 ,只 要 迭代 足够 次 数 , 就 可 以 使 结 来 达到 
归 求 的 精度 . 从 (3, 2.4) 式 知 , 元 越 接近 上 上 定 , 迭 代 过 程 收敛 得 越 
快 . 而 有 些 达 代 过 程 ,虽然 收敛 但 比较 缓慢 ,计算 起 来 需 花 费 很 多 
有 时间, 故 如 何 使 送 代 过 程 加 速 是 数值 计算 的 一 个 重要 课题 , 对 此 ， 
直面 继续 介绍 迭代 收敛 的 加 速 方法 . 
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二 、 和 迭代 收敛 的 加 速 方法 
1. 迭代 -加 速 公式 
记 元 ,gs) 则 由 微分 中 俩 定理 有 
Fi -3 一 9 一 了 1)， 
夺 中 二 在 必 与 妆 之 问 ， 
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设 史 (7 在 根 附 近 变化 不 大 ,又 设 罗 (zs 四 由 迭代 收敛 


条 件 有 |w (rs 去 1, 故 上 式 为 


六 1 一 2 和 人) 
粘 理 为 区 一 交 Tv 一 :各 1 


上 式 说 是, 把 喜 ， 作 为 根 的 近似 值 时 , 共 绝 对 误差 大 致 为 
| 全 cr 一 到 1 如果 把 该 误差 值 作为 对 叉 站 的 一 种 补偿 ,使 得 到 


更 好 的 近似 值 
人 7 二 1 人 4 ) 
记 0 二 症 二 区， 4) ， 
得 迭代 -加 速 公 式 
上 PC 


人 (一 0,1,2,…) 


人 
an 站 


出 该 公式 可 得 近似 根 数列 {ze}， 


例 4 对 例 3 用 达 代 -加 速 公 式 (3. 2. 9) 求 方程 的 根 ， 


《3, 2. 9) 


解 ”97 在 根 附近 变化 不 大 , wzr) 盖 0.45=d, 挝 代 - 加 速 


公式 为 
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列表 计算 见 表 3-5. 








表 3-5 
开 双 ws Ti 一 嫩 | 之 10 
0 xo=1.5 
划 郊 ! 一 1. 481248 ZI 一 1.465905 
2 广 : 一 1.465746 2 一 1.465575 zz 一 zi|s0. 0003 
3 区 ;一 1.465573 3 一 1.465572 |zs 一 zz1<10-4/2 


由 表 3-5 知 , 第 3 次 迭代 结果 满足 精度 要 求 , 故 取 z” 天 
1. 4656. 
上 例 说 明 , 达 到 同样 的 精度 ,用 迭代 -加 速 公 式 仅 迭 代 了 3 次 . 
2 埃 特 金 (Aitken) 加 速 方法 
记 
字 +1 一 WZE)， 到 + 一 信 灾 1)， 
用 平均 变化 率 
红 它 1) 一 Ze) wo 丈 4H2 一 蕊 4 
YAk+1 一 kt+1l 一 


代替 (3. 2. 8) 式 中 的 YV (6), 则 有 


二 
A 世 





Fl 一 工 0 让 
进而 有 
和 有 tt 一 区 :1 过 (CEtta 一 筷 D)2 

有 + 一 22 十 2 
从 上 式 可 看 出 ,第 二 项 是 对 f+s? 的 一 种 补偿 . 记 
zl 一 二 福 芭 

互生 一 2 十 交 
得 埃 特 金 加 速 公式 
台 H 一 We， 


+ 一 CE ， 


误 





(一 0,1,2……) 放 3 本 0O) 
二 4 224 一 区 
ht+1 一 革 


= 人 ， 
元 52 一 2 产 51 十 并 
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由 此 得 近似 根 数列 {ze} 

















因为 欠 代 过 程 x+i 一 (zio) 总 是 在 根 > "附近 进行 ,因此 用 平 











均 变化 率 代替 (3. 2. 8) 式 中 的 W (6) 是 有 意义 的 . 


下 面 给 出 埃 特 金 加 速 方法 的 一 个 定理 
定理 3 若 由 迭代 公式 zt+i=wzo) 产 生 的 数列 {ze} 满 足 ; 
(1) 收银 于 根 rz; 





(2) Jim 人 一 C(O<C<1) ,au= | zk 一 | 天 0( 一 0,1,2，…)， 


则 由 埃 特 金 加 速 公 式 (3. 2. 10) 产 生 的 数列 {zx} 比 数列 { 丈 } 较 快 的 
收银 于 根 z”, 即 





《证 明 从 略 》 
例 5 对 例 3 用 埃 特 金 加 速 方法 求 方程 的 根 ， 
解 ” 埃 特 金 加 速 公式 为 

也 1 一 V 十 1， 


二 

罗 一 2 

= 以 玫 十 1， (一 0,1,2，) 
六 2 

2 攻 人 aR20 古本 

元 +2 一 2ZH1 十 2 


列表 计算 见 表 3-6， 


TU4+1 一 





表 3-6 
和 到 +1 or ze 一 | 安 10 
0 yxo 一 1.5 
1 元 一 1.481248 7 一 1.472706 Zi 一 1.465559 
2 庆 =1.465565 “五 一 1.465569 ”xzs 一 1.465570 zs 一 zi|<10 /2 
由 表 3-6 知 ,第 2 次 迭代 结果 满足 精度 要 求 , 故 取 xz" 一 
1. 4656. 
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8$3 牛顿 (Newton) 大 代 法 
一 、 牛 顿 迭 代 法 
牛顿 欠 代 法 的 应 用 范围 较 广 , 可 用 寺 解 代数 方程 和 超越 方程 ， 
既 可 求 方程 的 实 根 ,也 可 求 方程 的 复 根 , 既 可 求 单 根 ,也 能 求 重 根 . 
牛顿 欠 代 法 的 基本 叫 想 是 将 非 线性 方程 fCz)=0 逐步 转化 为 线 
性 方程 来 求解 , 牛顿 法 的 最 大 优点 是 在 方程 单 根 附 近 上 共有 较 高 的 
收敛 速度 ,因此 ,牛顿 法 是 将 近似 根 精 确 化 的 一 种 相当 有 效 的 达 代 
法 ， 
下 面 介绍 牛顿 达 代 法 的 具体 作法 
设 是 非 线性 方程 Foz)=0 在 隔 根 区 间 [o ,Jo 内 的 根 ， PCz)? 
在 区 间 [w ,OJ 可 导 , 且 对 上 zeE [ao 有 性) 天 0. 
任 取 初 始 值 zwg [we,O, 过 曲线 = 王 AGzr) 上 的 点 CzovFCzo)) 作 
切线 . 如 图 3-5 所 示 ,切线 方程 为 
y = ro) 十 户 (zoCz 一 wo)， 





| 馈 3-5 


以 它 作为 y= .Az) 的 近似 表达 式 , 它 与 轴 交 点 的 横 坐 标 ., 为 
本) 
Cro) 





ti 一 ro 
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以 mm 作为 根 x" 的 第 一 次 近似 值 ,然后 又 过 曲线 >= Ar) 上 的 点 
GCCxzbD) 作 切线 ,切线 方程 为 
yy 一 Jaxzi) 十 户 (zrDGz 一)， 
它 与 过 轴 交 点 的 横 坐 标 xz; 为 
FFCziD) 
万 Cr” 
以 :ma 作为 根 " 的 第 一 次 近似 值 仿 此 不 断 作 下 去 ,第 "十 1 条 切 
线 方程 为 





az 一 TI 一 


yy 一 Jr 十. 户 (r)Gz 一 zm)， 
它 与 < 轴 交 点 的 横 坐 标 x+ 为 
ii 一 一 泊 C 一 0,1.2,…)， (3.3.1) 
由 此 得 方程 的 近似 根 数列 {tzr,}, 上述 这 种 求 方程 Adz)?=0 根 的 达 
代 方 法 称 为 牛顿 法 ，(3. 3. 1) 式 为 牛顿 迭代 公式 . 
牛顿 迭代 法 的 几何 意义 是 ,依次 用 切线 代替 曲线 ,用 线性 函数 
的 零点 作为 函数 /xz) 零 点 的 近似 值 . 由 于 这 种 方法 的 每 一 步 都 是 
用 切线 来 授 近 方程 ,所 以 牛顿 法 又 称 为 切线 法 . 
因为 方程 /Ca) 一 0 与 方程 x=x 一 友人 CCz) 天 0 等 价 ,所 








刀 ( 
以 牛顿 多 代 公式 也 可 由 等 价 方程 写 出 ,过 代 冰 数 为 
人 ) 
名 2 全 及 


因此 ,牛顿 法 也 是 迁 代 法 ,可 用 下 面 定理 1 判别 其 收 笋 性 . 

定理 攻 (牛顿 达 代 法 局 部 收敛 性 定理 ) 设 x" 是 方程 .Fr)=0 
的 根 , 若 

(1) 函数 /(z) 在 盖 的 邻 域内 具有 连续 的 二 阶 导数 ; 

(2) 在 的 邻 域内 己 (z) 天 0， 
则 存在 盖 的 某 个 邻 域 S= (rz 一 六 | 入 0) ,对 于 任意 的 初始 值 
xoES, 由 牛顿 迭代 法 (3. 3. 1) 产 生 的 数列 收 么 于 根 >"， 

证 明 ”只 要 证 得 8 2 定理 2 的 条 件 成 立即 可 . 
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由 迭代 函数 的 导数 


AKCz)7Cz) 
9(z) 一 TFT 


及 条 件 (1),(2) 知 ,Yzr) 在 羡 的 邻 域内 可 导 . 

由 gz'")=0 及 连续 函数 的 性 质 , 一 定 存在 zx" 的 某 个 邻 域 
3 一 4z1lz 一 z" | 委 和 9) ,对 于 任意 xES, 有 

VCz)| 秋 世 二 1. 证 毕 . 

牛顿 法 的 局 部 收敛 性 对 初始 值 ze 要 求 较 高 , 即 要 求 初始 值 必 
须 选 取得 充分 接近 方程 的 根 才 能 保证 迭代 序列 {z,} 收 敛 于 z". 实 
际 上 , 若 初始 值 re 不 是 选取 得 充分 接近 根 z" 时 ,牛顿 法 则 收敛 得 
很 慢 , 甚至 会 发 散 . 为 了 保证 牛顿 法 的 非 局 部 收敛 ,必须 再 增加 一 
些 条 件 . 

定理 2( 非 局 部 收敛 定理 ) 设 z* 是 方程 AFCz)= 0 在 隔 根 区 
间 [a,b] 内 的 根 , 若 

(1) 对 于 zE[a,o], 记 (rz) ,PCz) 连 续 且 不 变 号 ; 

《2) 选取 初始 值 zuoE [a, 妇 ,使 .FCzo) 普 (zo) 之 0， 
则 由 牛顿 迁 代 公式 (3. 3. 1) 产 生 的 数列 收敛 于 根 rz" ， 

定理 的 几何 解释 如 图 3-6 所 示 , 满 足 定理 条 件 的 情况 只 有 由 
种 ， 

由 图 3-6 不 难看 出 ,用 牛顿 法 求 得 的 序列 {z,} 都 是 单调 地 趋 
于 jz) 一 0 的 根 rz”", 所 以 牛顿 法 是 收敛 的 , 且 还 可 看 出 , 凡 满 足 
关系 式 

ACzo)JCzo) 盖 0 ， 

的 z 都 可 做 为 初始 值 , 例 如 图 (a) 和 (d) 的 情形 取 zxo=2, 图 (b) 和 
(c) 的 情形 取 ro 一 a. 

证 明 仅 以 图 3-6(a) 的 情形 进行 证 明 ,其 他 三 种 情形 类 似 ， 

此 时 设 对 于 zE[a, 拉 , 记 (z)>0,PCz)>0, 满 足 条 件 (2) 的 
xzo 应 满足 xz" <zo， 

要 证 lim zi 一 并 , 依 情形 (a) ,应 证 数列 {z} 是 单调 递 碱 有 
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区 了 区 
JoD>0,P"o0>0 Jo0>0, 庆 0<0 
(9 (oa 
虽 ?4 
四 有 本 党 
Jo0<0, 庆 oo>0 Jo<01 oO<0 
{e) (d 
图 3-6 
下 界 的 数列 ， 


(1) 用 数学 归纳 法 证 明 数 列 有 下 界 , 即 证 z < 一 zw 

当 #” 一 0 时 ，z"* 一 zo 成 立 ， 

设 ”一 上 时 ,不 等 式 z "<zx 成 立 . 

下 证 当 ”=A 十 1 时 ,不 等 式 "<<ztti 亦 成 立 . 为 此 ,将 函数 
大 zz) 在 zt 处 一 阶 泰勒 展开 

jz) 一 ro 十 己 (ze)Gzr 一 ie) 


其 中 所 在 z 与 关 之 间 , 因 为 zzeE[a,O, 所 以 总 E (oO)， 
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0 


万 (6 
二 21 《 


将 了 = 六 代入 上 式 





7 二 屿 下放 扩 下 革 全 or， 一 zi = 0， 
此 


CCZ) (GD) 





号 有 < CE 
站 万 (JJ Zr AD 

， 网 坟 
站 (3.3.2) 


由 条 件 知 , 二 式 有 端的 第 二 项 大 于 二 ,所 以 zzeli 故 
T < (7 一 0 1 2……). 

(2) 再 证 数列 单调 递减 .因为 户 (z) 二 0 < 所 以 rz) 

盖 0, 几 Cn)>0, 上 是 牛 顿 欠 代 公 式 (3. 3.1) 有 有 端 第 一 项 大 二 坟 , 故 
人 

辐 此 人 
即 数 列 {z} 是 单调 递 减 有 下 由 的 数列 , 旦 下 界 为 ”， 

(3) 证 明 limz 一 7 由 高 等 数学 知 ,单调 递 碱 有 下 输 的 数列 
必 有 极限 , 现 设 该 数列 极限 为 ,上 上 是 对 (3. 3. 1) 式 两 边 取 极限 ,有 


人 中 (Cr 
汪 交 万) (其 中 凡 zr) 二 0)， 
得 fr) = 0， 


由 于 方程 ACz)=0 在 隔 根 区 间 [w, 妇 只 有 一 个 恨 , 所 以 并 = 
7 7 数 
im 本 .证 
定理 证 毕 . 
使 用 牛顿 法 ,初始 值 ro 的 选取 是 很 重要 的 . 如 果 在 [we, 引 上 
记 Cz)、 记 (7) 的 符号 不 容易 判别 ,如 何 选取 初始 值 re 呢 ? 
从 公式 
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jCzo) 

(Zro) 

用 ec =ri 一 z 和 = 一 六 分 别 表 示 riyzo 与 的 误差 ,上 式 除 
以 m 得 





可 得 TI 一 T 一 (rzo 一 衫 ) 


生生 0 
eu 广 (oC2o 一 开放 


利用 一 阶 泰 勒 公式 
0 一 7) 一 xzo) 十 刀 (zo)(Cz 一 7o) 十 到 PCe)Gr' 一 0)2 
和 盈 阶 泰勒 公式 “ 
0=Jz') 一 xz 十 几 (I)(Cz 一 xzo)， 
其 中 7 在 与 z 之 间 , 则 有 


了 tr， 二 声 玉 





























el _ 下 
co 一 忆 (zo)(z 一 zo) 2 记 (zo) 
CE)ACzo) 
21(zo) 太 (7 


在 ze 处 我 们 可 以 计算 jzo), 广 (zo) ,yzo) 的 值 , 但 无 法 计算 
万 (77) 和 产 (5) 的 值 , 假 如 忆 (z)， 疡 (z) 在 zo 附 近 相 对 变化 不 大 ,也 
就 是 说 ,只 要 户 (zo) 天 0, 则 有 近似 公式 : 

4 、 九 Czo)yjCzo) 

e2 2LAP xzo) 了 “ 
因此 ,要 使 牛顿 法 收敛 , 则 误差 必须 减少 , 即 要 求 |lel1< 和 les|, 亦 即 
要 求 





w 
[LA(zo)> 1 1/Czo) 1， (人 





如 果 在 ze 处 ，F(z) 满 足 (3. 3. 3) 式 上 且 疡 (z,) 尖 0, 我 们 就 用 zw 
作为 牛顿 法 的 初始 值 ,否则 另 选 初始 值 . 这 样 做 在 大 多 数 情 况 下 可 
以 保证 牛顿 法 是 收敛 的 . 

牛顿 法 的 计算 步骤 可 归纳 如 下 : 
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(1) 准备 : 按 (3. 3. 3) 选 定 初始 值 zu, 计算 FCzo), 忆 Czo)， 
(2) 迭代 : 依 公 式 
Crzo) 
六 (ro) 
迭代 一 次 得 新 近似 值 zx ,并 计算 jz , 尹 (zi)， 
(3) 控制 : 如 果 |7FGz)1<e(e 是 允许 误差 ), 则 终止 迭代 ，z 
即 为 所 求 的 根 ; 和 否则 转 (4). 
(4) 准备 迭代 : 如 果 迭 代 次 数 超过 预先 指定 的 次 数 N ,或 者 
刀 (zb) 一 0, 则 方法 失败 ;否则 以 zz , 疡 (zi 代替 zoyy7Czo)， 
刀 (zo), 转 (2) 继 续 欠 代 . 
例 1 用 牛顿 欠 代 法 求 $ 2 例 3 的 方程 的 根 ， 
解 令 jFCz) 一 zs 一 z2 一 1， 
G) 写 出 牛顿 交代 公式 = 一 22 士 1， 
0 
(2 判断 牛顿 多 代 法 的 收敛 性 
(1.4) 之 一 0.2， 1.5) 0.2， 
PCz)=3z 一 2x 盖 0 (rrE[l.4,1.5])， 
Prz) 一 6z>0 (zeE[14,1.5])， 
因为 A(1.5)j"(1.5)>0, 所 以 xzo=1.5, 故 牛顿 迭代 法 收敛 ， 
(3) 列表 计算 见 表 3-7， 





1 一 TD 





表 3-7 
mr lz 一 zj 和 二 又 10 
0 0o=15 
1 xi 一 1.466667 zs 一 xl-0.04 
2 xz 一 1.465572 lz 一 za1s0.002 
3 za 一 1.465571 lz 一 mal 和 坪 X107 





由 表 3-7 知 ,第 3 次 迭代 结果 满足 精度 要 求 , 故 取 ”一 
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1. 4656. 
例 2 用 牛顿 法 求 方程 
FCz) =z4 十 2 十 1 一 0 
在 zo= 一 1 附近 的 实 根 ,精确 到 小 数 点 后 第 4 位 ， 
解 因为 
刀 (z) 一 4129 十 3z2， 
到 PC 一 820z? 十 37， 
所 以 








AD=-1，P-D=4， 半 (1 = 一 823. 
而 








| 
[P (一 D]= (44)2 一 1936> 二 1),。|F(-1D)1=823， 


(3, 3, 3) 式 成 立 , 故 可 取 zo= 一 1 为 初始 值 . 
用 牛顿 欠 代 法 计算 出 的 序列 为 
0 一 一 1， zl 一 一 0.9773， zz 一 一 0.9605， 
3 一 一 0.9525， x4 一 一 0.9525， 
故 可 取 一 0, 9525 作为 所 求 根 的 近似 值 ， 
例 3 用 牛顿 法 建立 计算 VC 〈C>>0) 近 似 值 的 欠 代 公式 ， 
解 令 z=VWC , 则 可 将 以 上 问题 化 为 求 方程 
CCz) 一 2 一 C 一 0 
的 正 根 , 如 图 3-7. 牛顿 迭代 公式 为 








芭 一 CC 人 
1 = 了 [= 二. (3.3.4) 


因为 z>0 时 , PCz)>0,P(z) 一 2>>0, 所 以 取 任意 zxo>AC 作 初 
始 值 ,迭代 序列 必 收 敛 于 ~/C , 故 迭 代 公式 是 收敛 的 . 

以 上 就 是 求 平方 根 准确 有 效 而 又 简单 的 方法 ,如 果 z, 已 有 六 
位 有 效 数 字 , 则 zx: 大致 有 2 位 有 效 数字 . 现在 计算 机 上 多 用 牛 
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图 3-7 


顿 法 求 平方 根 , 适 当选 取 初始 近似 值 , 只 需 很 少 几 次 欠 代 就 可 得 出 
相当 精确 的 结果 ， 


二 、 和 迭代 法 的 收敛 阶 
在 迭代 法 中 ,为 了 刻画 由 和 迭代 法 产生 的 数列 的 收 伊 速度 ,下面 
引进 迭代 法 收敛 阶 的 概念 . 


定义 1 设 数列 {z,} 收 敛 于 xz" , 令 误差 w= 居 一 z" ,如 果 存 在 
某 个 实数 m 之 1 及 正常 数 C ,使 





站 (3.3.5) 


则 称 数 列 {z,} 为 户 阶 收敛 ,也 称 相 应 的 欠 代 法 是 户 阶 方法 . 当 
z 一 1 上 且 0<C<1 时 , 称 数列 {z,) 为 线性 收敛 . 当 记 一 2 时 , 称 数 列 
{zw)} 为 平方 收敛 (或 二 阶 收敛 ). 当 户 > 1 时 , 称 数列 {z, } 为 超 线性 
收敛 , 显然 , 户 越 大 ,数列 收敛 得 越 快 ,所 以 ,迭代 法 的 收敛 阶 是 对 
迭代 法 收敛 速度 的 一 种 度量 . 

定理 3 (1) 在 8$ 2 定理 2 的 条 件 下 , 且 在 根 x* 的 某 个 邻 域 
内 有 Y (z) 天 0, 则 迭代 法 线性 收敛， 

(2) 在 $2 定理 3 的 条 件 下 ,牛顿 迭代 法 平方 收敛 . 

证 明 因为 和 迭 代 函 数 P(z) 在 根 "的 某 个 邻 域 可 导 , 所 以 由 
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拉 格 朗 日 中 值 定理 有 
en 一 一 光一 W( 人 (一 ) 一 玉 人 ev 
其 中 在 必 与 福 之 间 . 
进而 有 














一 lm 9 (5 一 | )|. 
又 由 于 在 妆 的 某 邻 域内 |8 CDI1<1 及 WCGCr) 天 0, 故 有 
0 过 |8 人 15 
所 以 牛顿 达 代 法 线性 收敛 ， 
(2) 由 (3.3.2) 式 有 
可 1 4 


人 2 
因为 户 (z) 与 玫 CD) 在 区 间 [fe J 不 变 号 ,所 以 
的 有 了 
由 上 | 2244PGr7)1 
故 牛 顿 达 代 法 平方 收敛. 证 毕 ， 


天 0， 


4 弦 截 法 


用 牛顿 法 鲁 方程 ACz)=0 的 优点 是 收 伍 速度 快 ,但 牛顿 法 有 
个 明显 的 缺点 就 是 每 达 代 一 次 , 除 需 计算 /Gaze) 外 ,还 要 计 筑 
己 (ro 的 值 , 如 果 Fr) 比较 复杂 ,计算 PCre) 就 可 能 十 分 麻烦 . 万 
其 当 | 户 (zo 1 很 小 时 ,计算 须 很 精确 ,从 则 会 产生 很 大 的 误差 . 若 
用 本 书 介 绍 的 弦 截 法 , 则 不 需 计 算 导数 ,虽然 它 的 收敛 速度 低 于 后 
顿 法 ,但 又 高 于 简单 达 代 法 . 因此, 弦 截 法 在 非 线性 方程 的 求解 中 
得 到 广泛 的 应 用 ,也 是 工程 计算 中 的 常用 方法 之 一 . 

设 方程 AFCr)=0 的 一 个 隔 根 区 间 为 Le,O 妆 ,如 人 3-8 所 示 . 连 
结 曲线 y=.ACc? 上 的 两 点 4GeyFGe)) 和 好 C/ 六 AGO)) 得 纺 447， 念 
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Zo 一 az 一 0, 则 弦 4 已 的 方程 为 


?一 J(zi) 十 ZiD 一 Yearr 一 九 ), 
1 一 0 


BOon ,yo) 











4oov7po) 
图 3-8 


令 y=0 得 弦 48 与 zx 轴 的 交点 的 横 坐 标 z? 为 
二 ZojCzi) 一 ZIACzo) 
“全 ziD 一 了 CCzo) 


FFCzi) 嫩 ) 
FozD) 一 Fazo 7 


以 zs 作为 根 z "的 一 个 近似 值 , 又 过 曲线 > 一 jz) 上 的 两 点 
CryfGz)) 和 (rayF(Czz)) 作 弦 , 得 它 与 zx 轴 交 点 的 横 坐 标 zs 为 
ZU Crza) 一 ZajCzD 
fx 一 所 2 
了 (za) ( ) 

7za) 一 Fn) 
则 又 可 以 zs 作为 根 z "的 一 个 新 的 近似 值 . 继续 这 样 作 下 去 , 即 可 
得 到 一 般 迭 代 公式 为 





Z1 


立 3 一 





一 zz 


Ci) 
Tan+l 一 Tn Fr 一 FDC 人 


利用 上 述 公 式 求 方程 F(z)=0 的 根 的 近似 值 的 方法 就 叫做 弦 截 
弦 截 法 的 几何 意义 是 ,依次 用 弦 线 代 蔡 曲线 ,用 线性 函数 的 零 
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点 作为 函数 F(z) 零 点 的 近似 值 . 

下 面 继续 介绍 弦 截 法 的 收敛 定理 ， 

定理 1 若 jz) 在 根 z* 的 某 个 邻 域 S 一 tz|11z 一 六 | 委 和 内 
有 二 阶 连 续 导数 , 且 对 任意 zxES, 有 户 (z) 夫 0, 则 当 S 邻 域 充分 
小 时 ,对 $ 邻 域内 任意 的 zoyzl，, 由 弦 截 法 的 迭代 公式 (3.4. 1) 得 
到 的 近似 值 序 列 {z,} 收 和 敛 到 方程 FCz)=0 的 根 z .并 可 证 明 弦 截 
法 是 按 阶 p= (1 十 5 )/2<:1.618 收敛 的 

(证 明 从 略 )， 

综 上 所 述 , 弦 切 法 的 计算 步骤 可 归纳 如 下 ， 

(1) 准备 : 选 定 初始 近似 值 ze,zi, 并 计算 Fozo) ,7Cz). 

(2) 和 迭代 : 依 公式 

7zD (zi 一 Zo) 
7Czi) 一 ACzo) 
和 迭代 一 次 得 到 新 近似 值 zz, 并 计算 Crs)， 

(3) 控制 ; 若 |jCzz)1<e 或 1z: 一 z<e (eye 为 事先 指定 
的 误差 范围 ), 则 终止 迭代 ,zs* 就 是 方程 的 近似 根 ;否则 执行 (4). 

(4) 迭代 准备 : 若 迭代 次 数 超过 预先 指定 的 次 数 N, 则 方法 
失败 ;否则 以 (zzD)，(zyfGr)) 分 别 代替 (Croy7Czo)) 和 
(zzi)), 转 (2) 继 续 和 迭代， 

例 1 用 弦 截 法 求 方程 es 十 z 一 4=0 在 区 间 [0. 5,1] 内 根 的 
近似 值 ， 

解 令 jFGz)=e +z 一 4, 取 xzo=0.5,zi=1, 计 算 结 果 如 表 
3-8 所 示 , 故 可 取 方 程 的 近似 根 为 0. 61036. 

表 3-8 
了 0 1 2 3 4 5 人 





2a 一 tn 











mm 05 1 0.57559 “0.59954 0.61069 0.61036 ”0. 61036 


牛顿 法 和 弦 截 法 都 是 先 将 Az)? 线 性 化 然后 再 求 根 ,但 线性 化 
的 方式 不 同 , 牛顿 法 是 作 切 线 的 方程 ,而 弦 截 法 是 作 弦 线 的 方程 ; 
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牛 球 法 只 需 - 个 初始 值 ww* 而 弦 截 法 需要 两 个 初始 值 re 和 
本 章 小 结 


本 章 介 绍 了 方程 ACz) 一 0 求 恨 的 - 些 数 值 解法 ,在 这 些 求 根 
睫 法 中 ,首先 要 对 jz)? 的 形态 及 根 的 近似 位 荐 有 一 个 粗略 了解， 
合用 较 小 的 有 根 区 间 把 方程 的 根 分 离 出 来 . 在 考察 一 种 解法 的 有 
效 性 时 ， - 般 都 要 讨论 其 收敛 速度 . 

在 本 章 所 介绍 的 各 种 求 根 方法 中 , 除 二 分 法 仪 限于 求实 根 外 ， 
此 他 均 匹 此 限制 ， 

-分 法 简单 归 行 ,但 收 伍 较 慢 , 仅 有 线性 收敛 速度 , 且 对 7) 
的 性 质 可 求 不 高 , 该 方法 不 能 用 于 求偶 数 重 根 或 复 根 , 但 可 以 用 来 
人 铺 定 欠 代 法 的 初始 值 . 

近代 法 (或 简单 挝 代 法 ) 是 一 种 逐次 道 近 的 方法 , 它 吓 数值 计 
委 中 方程 求 根 的 一 种 主要 方法 , 使 用 各 种 欠 代 公式 关键 是 要 判断 
它 的 收敛 性 以 及 了 了 解 收敛 速度 ,简单 达 代 法 共有 线性 收敛 速度 ,可 
采用 埃 特 金 加速 方 法 ,使 收敛 速度 加 快 . 要 特别 注意 ,只 其 有 局 部 
收敛 性 的 简单 达 代 方法 ,往往 对 初始 值 rw 的 选取 要 求 特别 高 

牛顿 法 是 方程 求 根 中 常用 的 一 种 欠 代 方法 , 它 除了 其 有 简单 
迭代 法 的 优点 外 ,还 其 有 二 阶 收敛 速 度 ( 在 单 根 邻 近 处 ) 的 特点 . 但 
牛顿 法 对 初 值 选 取 比 较 苛 刻 ( 必 须 充分 党 近 方 程 的 根 ), 奋 则 牛顿 
法 可 能 不 收敛 ， 

嘴 截 法 是 牛顿 法 的 一 种 修改 ,虽然 比 牛顿 大 收敛 慢 , 但 因 它 不 
需要 计算 Fr) 的 导数 , 故 有 时 宁可 用 弦 截 法 而 不 用 牛顿 法 . 弦 截 
法 也 要 求 初始 值 必须 选取 得 充分 靠近 方程 的 根 , 省 则 也 可 能 不 收 
仇 ， 





在 各 种 欠 代 法 中 ,迭代 函数 的 构造 直接 影响 收 伊 速度 的 快慢 . 
在 实际 计算 中 ,可 以 根据 方程 特点 ,灵活 选择 其 中 一 种 达 代 格式 . 关 
上 方程 求 根 问题 ,现在 已 有 各 种 才 用 程序 供 实际 计 外 时 估 阅 使 用 . 
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和 法 与 程序 设计 实例 


用 牛顿 达 代 法 求 方程 的 根 . 
算法 
给 定 初 始 值 ,reve 为 根 的 容许 误差 ,9 为 1/(Cz)| 的 容许 误差 ,N 
为 达 代 次 数 的 容许 值 . 
让 如 果 普 Co)=0 或 只 代 次 数 大 于 N, 则 算法 失败 ,结束 ;和 寿 
则 块 行人 . 
加 计算 ma 一 和 2 
加 若 |m 一 ro<e 或 17 去 轨 则 输出 ,程序 结束 ; 咎 则 
执行 4D， 
CD 令 ro 一 mv 转 癌 (D， 
实例 
求 方程 Ar) 一 习 十 必 一 37 一 3=0 在 1.5 附近 的 根 . 
程序 和 输出 结果 
并 include(stdiohy》 
提 include(conio.hy》 
提 include(math.hy》 
#define N 100 
#define EPS le-6 
#define ETA le-8 
void main() 


4 
， 


float {(float)， 

float fl(Cfloat ); 

float xOvy0; 

float Newton(float (x* )(Gfloat) ,float (x )Cfloat),float)y 
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clrscr(); 
printf("Please input x0Nn7"); 
Scanf(“ 吧 作 ， 必 xD0); 
printf("x(0) 一 %fNn",x0); 
y0 王 Newton(f ,fl1,x0); 
printf(AnThe root of the equation is x 一 %fNn",y0)， 
getch(); 
1 
float Newton(float (xf)(Cfloat)，float (#*fl)Cfloat)，float x0) 


下 
| 


float xl，dy 

int k 一 0; 

do 

{ 
X1 一 xX0 一 fCx0)/f1(Cx0)， 
if((k 十 十 >N)|11(Cfabs(f1(xl1))<EPS)) 


{ 
Printf( AnNewton method failed“); 
getch(); 
exit()， 
} 
d 一 (fabs(xl)<<1? xl 一 x0:(x]1 一 x0)/xl)， 
x0 一 xl; 


printf('x(%d)=%fNtk,x0); /xx 可 省 略 */ 


while (fabs(d)) 之 EPS&R&fabs(f(xl))>ETA)， 
return xl1; 


float f(float x) 
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return XXXXX 十 X#KX 一 3<X 一 33 
} 
float fl(Cfloat x) 


return 3.0#XxX 十 2+X 一 3; 


输出 结果 如 下 ， 

若 取 初 值 zx(0)= 1. 000000, 则 
z(1) 一 3.000000，zr(2) 一 2.200000，z(3)=-1.830151， 
x(4) 一 1.737795，z(5) 一 1.732072，z(6)=-1.732051， 
x(7) 一 1.732051， 

原 方程 的 根 为 zx 一 1. 732051， 

若 取 初 值 rx(0) 王 1.500000, 则 
xz(1)=1.777778，z(2) 一 1.733361，z(3) 一 1.732052， 
x(4) 一 1.732051. 

原 方 程 的 根 为 zx 一 1. 732051. 

若 取 初 值 x(0) 王 2. 500000, 则 
xz(1) 一 1.951807，xz(2) 一 1.758036，z(3) 一 1.732482， 
xz(4) 一 1.732051，z(5) 一 1.732051， 

原 方程 的 根 为 =1. 732051, 

说 明 : 上 面 程序 取 3 个 不 同 初 值 , 得 到 同样 的 结果 ,但 迭代 次 

数 不 同 , 初 值 越 接近 所 求 的 根 , 迭 代 次 数 越 少 . 





1 何谓 二 分 法 ? 二 分 法 的 优点 是 什么 ?如 何 估计 误差 ? 
2 何谓 近代 法 ? 它 的 收敛 条 件 .几何 意 义 , 误 差 估 计 式 是 什 
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3 如 何如 速达 代 序 列 的 收敛 速度 ? 埃 特 金 加 速 法 的 处 理 患 想 
是 做 么 ? 它 基 有 仆 么 优点 ? 

4 怎样 比较 奈 代 法 收敛 的 快慢 ? 何 请 收敛 阶 数 ? 

5、 和 牛顿 达 代 格式 是 什么 ? 它 是 怎样 得 出 的 ? 叙述 牛顿 达 代 法 
的 收敛 条 件 与 收效 阶 数 ， 

8、 如何 导 几 弦 截 法 帮 代 公式 ? 叙述 其 收 仇 条 件 与 收 仇 阶 数 并 
比较 纺 截 法 与 牛顿 法 的 优 劣 . 





习 题 三 


1， 用 二 分 法 求 方程 “ 一 3z 十 1=0 在 区 间 [0.3,0.4] 内 的 根 ， 
要 求 误差 不 超过 二 X10 下 

2. 已 知 方程 心 十 2 一 4 一 0 在 区 间 [1,2] 内 有 -一 根 , 试 问 用 一 
分 法 求 根 ,使 其 上 共有 5 位 有 效 数 字 至 少 应 二 分 多 少 次 ? 

3， 判 断 下 列 方程 有 几 个 根 , 求 出 陨 根 区 间 ,并 写 出 收敛 的 达 


(1) cosx 十 sin 一 4 一 0 

(2) 十 2 一 4 一 0. 

4. 方程 中 一 心 一 1 一 0 在 1.5 附 近 有 根 , 把 方程 写成 4 种 不 同 
的 室 价 形式 ,并 建立 相应 的 达 代 公式 : 

(GD = 二 NI 





(区 生计 汪汪 
们 wm 
| 本 
《3) 全 记 0 
(4) 妇 一 菩 一 1 一 V 了 一 1 


判断 每 种 欠 代 公式 产生 的 数列 在 1. 5 附近 的 收敛 性 ,并 用 (1) 的 克 
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代 公式 求 方程 的 根 , 要 求 误差 不 超过 过 X10 

5. 用 迭代 法 求 二 一 z 一 0.2=0 的 正 根 ,要 求 准确 到 小 数 点 后 
第 5 位 

6. 用 迭代 法 求 方程 e* 十 10z 一 2 一 0 的 根 ,要求 准 确 到 小 数 点 
上 后 第 4 位 ， 

7. 用 迭代- 加速 公 式 求 方程 x 一 e- 在 zx=0.5 附近 的 根 ,要 求 
准确 到 小 数 点 后 第 4 位 . 

8. 用 埃 特 金 加 速 法 求 方程 zx 一 z 一 1 在 区 间 [1,1. 5] 内 的 根 ， 
要 求 准确 到 小 数 点 后 第 4 位 ， 

9. 应 用 牛顿 法 于 方程 Kz)=z 一 a=0 和 7(z) 一 1 一 乞 一 0， 
分 别 导出 求 % e 的 欠 代 公式 ,并 求 

limCWY ae 一 xDVACNWa 一 ziD)2， 

10, 用 牛顿 法 求 方程 zx 一 3z 一 1=0 在 ze=2 附近 的 根 ,要 求 
准确 到 小 数 点 后 第 3 位 . 

11. 证 明 计算 光 C 的 牛顿 欠 代 格式 为 


已 
2 一 也 | 2 本 呈 














取 思 一 1 计算 3 ,要 求 |lz 一 zl 克 二 xl0 本 
12. 用 弦 截 法 求 1 一 zx 一 sinz=0 的 根 , 取 zo=0,zi=1, 计 算 
直到 11 一 z 一 sinz| 入 六 X10-? 为 目 
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第 四 章 ”矩阵 的 特征 值 及 特征 向 量 的 计算 


自然 科学 和 工程 技术 中 的 许多 问题 ,如 振动 问题 (桥梁 或 建筑 
萄 的 振动 机械 振动 .电磁 振动 等 ) ,物理 学 中 某 些 临界 值 的 确定 
等 ,常常 要 归结 为 求 怎 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 . 即 求 满足 
4X 一 这 (有 天 0) 
的 数 4 和 非 零 列 向 量 导 ,其 中 数 4 称 为 4 的 特征 值 , 非 零 列 向 荆 居 
称 为 4 的 与 特征 值 对 应 的 特征 向 量 . 十 是 计算 ，” 阶 矩阵 4 的 特征 
值 ,就 是 求 特征 方程 





14 一 ‰=0 
的 非 零 解 NG 一 1,2,，…) ,而 齐 次 线性 方程 组 
(4 一 NO 瑟 一 0 


的 非 零 解 刀 就 是 与 》 对 应 的 特征 向 其 . 

求 矩 阵 特征 值 和 特征 向 量 的 问题 是 工程 计算 中 的 一 个 重要 问 
题 . 一 般 来 说 ,用 求 特征 方程 的 根 的 方法 去 求 矩阵 4 的 特征 值 ,只 
适用 于 低 阶 和 矩阵, 当 和 矩阵 4 的 阶 数 较 高 时 ,其 特征 方程 就 是 一 个 ， 
的 高 次 代数 方程 ,而 高 次 代数 方程 求 根 的 计算 稳定 性 较 差 . 因此 ， 
必须 寻求 一 些 在 电子 计算 机 上 计算 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 址 的 较 
为 稳定 的 数值 算法 . 这 就 是 本 章 将 要 介绍 的 几 种 在 计算 机 上 计算 
和 矩阵 特征 值 和 特征 向 基 的 常用 数值 方法 一 一 宕 法 、 反 宕 法 和 雅 可 
比方 法 ， 


全 1 和 震 法 与 反 蝴 法 


军法 与 反 圭 法 都 是 汉代 法 . 寡 法 是 求实 矩阵 4 的 主 特征 值 
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〈 即 矩阵 4 的 按 模 最 大 的 特征 值 , 其 模 称 为 谱 半 径 ) 及 其 对 应 的 特 
征 向 基 的 一 种 迭代 方法 ;而 当 零 不 是 特征 值 时 , 反 守 法 则 可 用 来 计 
算 非 奇异 矩阵 按 模 最 小 的 特征 值 及 相应 的 特征 向 基 . 下 面 分 别 介 
绍 寡 法 及 反 守 法 . 


一 、 需 法 











设 有 阶 实 窍 阵 4, 其 个 特征 向 坡 于 ,于 7…, 于。 线性 无 关 
( 即 XXX 为 4 的 一 个 完全 特征 向 基 组 ), 其 相应 的 特征 值 
hj，… 满足 
Il 和 盖 | 之 和 … 之 | (4.1.1) 
由 特征 值 定义 
4X 一 AN (Ci 一 12)， (4.1.2) 
现 来 讨论 计算 主 特征 值 改 及 对 应 的 特征 向 量 的 方法 ， 
村 法 (又 称 乘 桂 法 ) 的 基本 思想 是 任 取 一 个 非 零 初 始 向 量 wm， 
由 抢 阵 4 构造 一 个 向 量 序列 ， 


同一 Au， 





ua 一 AU 一 42uo， 
《4 1.37 


本 一 4 li 一 4 
上 述 向 量 称 为 欠 代 向 量 . 因为 Xi ,，…, 夺 线性 无 关 , 所 以 初始 
向 量 we 可 表示 为 矩阵 4 的 特征 向 量 组 的 一 个 线性 组 合 , 即 


并 假定 m 尖 0, 于 是 








用 一 Au 一 hao 一 > ah 人 一 > aiX 
和 1 | 





= 对 [ wx 二 2 和 | zx] (4.1.4) 
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让 
Bi 一 袜 c| 2 有 
2 1 
则 中 一 办 (aw 天 | 十 6). (4.1.5) 
由 (4.1.1)? 式 知 
IAAI<1 GCC 一 2,3)， 
所 以 当 Aco 时 ， se->0, 从 而 


上 式 说 明 , 序 列 由 /An 越 来 越 接 近 4 的 与 N 对 应 的 特征 向 其 
(因为 特征 向 址 可 以 相差 一 个 常数 因子 ). 因此 , 当 上 充分 大 时 ,有 
/和  a 和 ， 

即 Atuo 和 和 ai 
故 当 A 充 分 大 时 ，44uo 可 近似 表示 矩阵 4 的 与 对 应 的 特征 向 
基 . 
以 下 我 们 通过 特征 向 荆 来 计算 特征 值 .用 (ui) 表示 由 的 第 
i 个 分 址 ,由 于 
CU )》， 9 ( 改 D7 十 《et iD 





(CD (CNXD 二 (Ce 
， 《uiD 
所 以 名 ep， 一， 


上 述 极限 说 明 ,两 个 相 邻 迭代 向 莽 的 分 直 之 比值 收敛 到 主 特征 值 
四 但 要 注意 的 是 ,实际 计算 时 , & 不 可 能 趋 于 无 穷 大 ,只 能 是 某 个 
相当 大 的 & 值 ,这 时 相 邻 迭代 向 荆 的 不 同 分 共 之 比 就 不 相同 ,也 
不 相同 ,此 时 可 用 (wsvVCuw)》 的 平均 值 作为 A 的 近似 值 , 
以 上 这 种 由 已 知 非 零 向 莽 ww 及 和 矩阵 4 的 乘 寡 4 构造 癌 基 序 
列 {uw} 用 来 计算 4 的 主 特征 值 % 及 相应 特征 向 址 的 方法 称 为 
综 上 所 述 ,用 寡 法 求 主 特征 值 X 及 相应 特征 向 芋 的 计算 步 台 
116 





(1) 任 给 维 初始 向 基 mw 天 0; 
(2) 按 wii=4u (一 0,1,2，…) 计 算 us 
(3) 若 十 1 从 某 个 数 以 后 分 莽 之 比 
(bt 
则 Ms:C, 而 几 即 是 与 h 对 应 的 一 个 近似 特征 向 攻 . 
例 1 设 有 抢 阵 


Ne 0 
4 三 | 一 1 2 一 1|， 
二 2 


试用 守 法 计算 4 的 主 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 基 . 
解 取 w=(1,1,1)7 ,由 迭代 向 量 内 一 4 进行 计算 ,计算 结 
果 见 表 4-1， 


CC( 常 数 ) (人 一 1,2，2)， 














表 4-1 
A 1 2 3 4 5 6 7 
Chao)， 1 2 6 20 68 232 792 
(Chuo)s 1 -2 -8 -28 -9% -328 一 1120 
Ch) 1 20 68 232 792 
由 上 表 可 算得 
(4suo) Chrao) 
(ho 空 3 4 和， (hi s 3 全 
可 见 第 一 个 分 量 已 趋 于 稳定 ,而 对 第 2 第 3 个 分 基 ， 
(47uo)s (Chao)s 、 
(4sueo)2 4 (4suo)3 3 


由 此 可 得 NAs:3. 41. 因 为 hxuo= (792, 一 1120,792)7, 而 特征 向 量 
可 相差 一 个 常数 因子 ,所 以 取 与 主 特征 值 h 相对 应 的 特征 向 其 为 


四 加 T 
一 792 一 (1， 1.41,1) . 
由 (4. 1. 4) 式 可 看 出 , 当 | 加 | 盖 1 时 ，44o 的 分 量 会 趋 于 无 穷 
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和 


大 ; 当 l4u1<1 时 ，4% 的 分 量 又 会 趋 于 零 , 因 此 在 实际 计算 时 需 
要 作 适 当 的 规范 化 ,以 免 发 生计 算 机 的 上 溢 和 下 溢 现 象 . 

设 有 一 向 贡 &= (yz xun)I, 用 max(u) 表 示 向 基 x 中 绝 
对 值 为 最 大 的 分 芋 , 即 

max(Cue) 一 max |ou|， 
1<iSn 

则 称 "一 而 和 
为 二 的 规范 化 ( 即 归 一 化 向量 ,或 者 说 将 向 藉 规范 化 . 

这 样 ,实际 计 算 中 寡 法 的 迭代 格式 为 

ul 一 天 0， 





一 4w-i，&A= 1,2,…， 


(4.1. 6) 
必 
4 max(u) 
可 以 证 明 : 当 A->co 时 ,有 
基 
二 
了 Hax( 世 )， 0) 


即 规范 化 迭代 向 二 序 列 收敛 到 主 特征 值 对 应 的 特征 向 莽 . 而 


max(uw ) 一 个 ， 


就 是 说 wu 的 绝对 值 最 大 的 分 量 收 敛 到 主 特征 值 . 
事实 上 ,由 (4. 1, 4) 式 和 (4. 1. 6) 式 可 得 


四 
中 2 x] 
居 





max(4tzo) 





ol 古 :十 2。 





(& 一 co) 
max[ wx 十 号 .| 


同 理 
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下 ， 


人 下 天 测 
| 


max(44 lz) max| 和 1 





所 以 
hmax| aa 十 | 和 | x] 


max(ak) 一 人 0) 
max| wx 十 | ] 

应 当 指出 ,用 宕 法 求 4 的 主 特征 值 的 最 大 优点 是 方法 简单 ， 
且 特 别 适 用 于 大 型 稀 朴 撼 阵 , 但 有 时 收敛 速度 很 慢 , 其 迷 代 的 收 伍 
速度 主要 取决 于 比值 "= |%z/ |,r 越 小 ,收敛 越 快 , 当 >=1 时 , 收 
敛 速度 就 很 慢 . 为 了 加 速 收敛 速度 ,下面 简要 介绍 一 种 加 速 收敛 的 
原点 平移 法 ， 

引进 矩阵 





有 一 4 一 思 ， 
其 中 了 为 单位 矩阵 ， 思 为 可 选择 的 参数 ， 

若 4 的 特征 值 为 hz, , 则 妃 的 特征 值 为 为 一 记 , 加 一 思 
… 汶 一 户 .不 难 证 明 , 4,B 有 相同 的 特征 向 其 . 事实 上 , 若 改 是 4 
的 与 对 应 的 特征 向 基 , 即 

4 有 一 AM， 

则 (4 一 p1)X=4X 一 罗 一 巡 一 罗 一 (力克 
故 X 也 是 38=A4 一 的 特征 向 基 ， 

只 要 我 们 适当 选取 户 ,使 得 

(1) Is 六 遇 es 











42) | 
0 4 一 加 和 4 的 主 特征 值 时 ,前 者 的 收敛 
速度 远 比 后 者 为 快 , 当 求 出 矩阵 8 一 4 一 的 主 特征 值 hn 和 特征 
向 其 届 , 后 ,矩阵 4 的 主 特 征 值 为 丸 十 户 , 特 征 向 基 仍 为 加 ,这 种 方 

节 8 











法 通常 称 为 原点 平移 法 .但 由 于 特征 值 的 分 布 事 先 不 知道 ,实际 上 
使 用 时 必须 经 过 多 次 选择 才能 选 到 适当 的 请 值 ， 


二 、 反 朝 法 


反 赛 法 可 用 来 计算 非 奇 异 矩阵 按 模 最 小 的 特征 值 和 对 应 的 特 
征 向 地, 也 可 用 来 计算 对 应 于 一 个 给 定 近似 特征 值 的 特征 向 其 

设 有 阶 非 奇 异 抵 阵 4, 其 特征 值 与 相应 的 特征 向 量 分 别 为 
及 X G 一 1,2, 2) ,由 定义 

Xi 一 AN (Ci 一 1,2…mm). 
因 4 可 逆 , 则 特征 值 》 均 不 为 零 , 于 是 由 上 式 得 
4 于 一 人 
这 说 明 业 !: 一 定 是 4-: 的 特征 值 ,所 对 应 的 特征 向 量 仍 是 忆 . 并 设 
4 的 特征 值 如 下 ， 
1 al 关 >5vl> 0， 

则 时: 一 定 是 4 的 主 特征 值 . 这 样 ,对 4-: 用 等 法 即 可 求 得 内 = 
元 ,从 而 得 4 的 按 模 最 小 的 特征 值 kx 一 入 "具体 计算 如 下 ， 


任 取 初始 向 量 wmw 夫 0, 可 作 如 下 迭代 
ul 一 AT ( 作 一 0,1, 2，)， (4.1.8) 
但 由 (4.1.8) 式 可 知 ,要 作 此 和 迭代 必须 计算 4 一, 这 是 一 件 不 易 的 
凡 , 故 往往 将 (4.1. 8) 式 改 为 解 方程 组 
Ali 一 2 (一 0012)， 
若 采用 “规范 化 "方法 ,可 按 如 下 步 又 计算 : 
4 一 w-i，y 
7 一 max(zu)， (4,. 1. 9) 
Wi 一 Ba 
以 上 每 迭代 一 次 ,需要 解 一 个 线性 方程 组 hu 一 w-* 由 于 每 
步 所 解 方程 组 具有 相同 的 系数 矩阵 4, 故 常常 是 先 将 4 作 LU 分 
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解 ,然后 转化 为 每 步 只 需 用 回 代 公式 解 两 个 三 角 方程 组 ,这 样 可 减 
少 计算 工作 量 ， 

根据 反 寡 法 与 宕 法 的 上 述 关 系 , 如 果 有 和 矩阵 4 的 某 个 特征 值 
hu( 不 是 按 模 最 大 也 不 是 按 模 最 小 ) 的 粗略 近似 驴 , 则 用 反 宕 法 不 
难得 到 % 的 更 好 的 近似 值 (见习 题 四 中 第 3 题 ). 

从 寡 法 可 知 , 反 老 法 收敛 速度 取决 于 比值 12/-,|. 当 
1%/-:| 越 小 时 ,收敛 越 快 ， 

例 2 用 反 寡 法 求 矩阵 


人 

4 一 | 3 

9 4 7 

按 模 最 小 的 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 基 . 
解 对 矩阵 4 作 ZU 分 解 ,可 得 


1 2 8 9 
了 一 4 1 ， 忆 = 一 2 一 32|， 
4.5 1.1034 1 1.8103 


取 初 始 向 量 m=w=(1,1,1)5, 作 规范 化 计算 ,有 如 下 计算 公式 : 





ZX 一 waiy 
Vuw 三 也， 
(一 1,2，) 
zk 一 max(ut) ， 
只 二 Way 
计算 结果 见 表 4-2. 
表 4-2 

大 w( 归 一 化 向 量 ) max(ah) 
0 (1.0000 1.0000 1. 0000) 1.0000 
1 (0.4348 1.0000 一 0.4783) 0. 5652 
2 (0.1902 1.0000 一 0.8834) 0.9877 
3 《0.1843 1.0000 一 0.9124) 0. 8245 
4 (0.1831 1.0000 一 0.9129) 0.8134 
5 (0.1832 1.0000 一 0.9130) 0.8134 
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迭代 5 次 可 得 款 <0. 8134, 所 以 =1.2294, 其 对 应 的 特征 向 
3 
基 为 
X (0.1832,1.0000， 一 0.9130)， 


汪 2 雅 可 比方 法 


雅 可 比方 法 是 建立 在 线性 代数 基础 上 的 一 种 求 对 称 和 矩阵 全 部 
特征 值 与 特征 向 量 的 迭代 方法 . 为 此 , 先 回顾 一 个 线性 代数 的 有 关 
知识 

(1) 若 矩 阵 4 与 巨 相似, 即 有 可 逆 矩 阵 已 ,使 P-14P 一 已 , 则 4 
与 妃 有 相同 的 特征 值 ， 

(2) 若 4 为 实 对 称 矩阵 , 则 其 特征 值 \ 一 定 是 实数 ,并 存在 正 
交 和 矩阵 及 ,使 

和 
Ma 
R-I4R 一 RT4R 一 S 一 diag(N ay)， 
且 有 的 第 7 列 是 X 对 应 的 特征 向 基 ， 
(3) 若 民 为 正 交 和 抢 阵 , 则 
1R4 人 一 4RI 一 人 4， 
这 里 14 必 = 立 六 池 
1 jl 

由 于 有 也 是 正 交 抢 阵 ,从 而 有 | RzI4R 性 一 上 4 民 、 

雅 可 比方 法 的 基本 思想 是 对 给 定 的 实 对 称 矩 阵 4 进行 一 系 
列 的 正 交 相似 变换 ,使 其 逐渐 趋 于 对 角 阵 , 即 寻求 正 交 矩 阵 Ri ， 
玉 ,Re 使 

limRzRe RAR RiR4 一 diag (hi hz). 
从 而 当 充分 大 时 ,ReRA Ri AR RiR 的 对 角 元 就 是 4 的 
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近似 特征 值 ,而 R…Re-,Re 的 各 列 就 是 相应 的 近似 特征 向 基 . 因 
此 ,问题 的 关键 是 如 何 找到 合适 的 正 交 和 拖 阵 及. 为 此 ,还 须 继续 讨 
论 . 

一 、 古 典雅 可 比方 法 


11 


先 以 二 阶 实 对 称 矩阵 4= 
alz 一 421 天 0， 
由 线性 代数 知 , 对 任意 bE | 一 亚 , 到 | ,平面 旋转 矩阵 


cosg sinb 
| ] 


一 Sing cosb 
显然 是 一 正 交 和 矩阵, 于 是 ,做 正 交 相似 变换 
4 = R4R-: 一 R4RT， 
容易 求 得 4, 的 元 素 wy 为 


2 | 为 例 进 行 讨论 ,其 中 


Q 
Q21 








ai 一 aluicos20 十 2alzcosbsing 十 azzsin20， 
a2 一 ausin2g 一 2aizsinbcosg 十 azzcos20， (4. 2.1) 
aa 一 二 (az an)sin20 十 alzcos20 一 <， 
令 ai2 一 az 一 0, 得 
tan20 一 2 0 


所 以 ,如 果 取 8 满足 (4. 2.2) 式 , 则 必 有 


ar 0 
4 一 R4RT 一 


0 azz 


从 而 原 矩 阵 4 的 两 个 特征 值 就 是 ci 和 2, 而 
cosg 一 sing 
人 (5 | 
的 两 个 列 向 芥 是 相应 的 特征 向 量 ， 
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将 二 阶 平面 旋转 算 阵 推广 ,对 一 般 ” 阶 实 对 称 矩 阵 4 一 
(ap)sxi 若 有 非 对 角 元 am 天 0 (<9) ,引入 半 阶 平面 旋转 抢 阵 ,此 


时 考虑 ” 阶 正 交 矩阵 
1 
人 cosp sing … …| 也 
及 一 区 
(ieis 到 ， 
， 一 sin0 0 COsO ，… QG 


二 


户 9 
除了 ,d 行 和 记 ,d 列 交叉 位 置 上 的 4 个 元 素 外 ,这 里 及 的 其 余 元 
素 与 单位 矩阵 相同 ， 
正 交 相 似 变换 





A， 一 RART. 
由 和 抢 阵 乘法 不 难得 到 4 = (ay )wx 的 元 素 为 
4 一 ai (JJ 天 pq)， 


三 本 
《1) (CU 





Qi 一 Qjp 一 ancosg 十 aosing (7 天 户 ,9)， 

aa 一 a 由 一 一 ansing 十 aocosbg (天 轧 ,9)， 

apy 一 appcos20 十 2amsinbcosg 十 amsin20， 23) 
ad 一 anpsin20 一 2amsinbcosb 十 cawcos20， 

疡 六 = 人 一 (anw 一 app)sin20 十 amcos20. 


为 使 4 的 非 对 角 元 ax 成 为 零 ,由 (4. 2. 3) 式 最 后 一 式 知 ,只 需 取 
0 满足 





2a | 区 | 
和 过 一 
tan20 二 二 1 人 1 科 才 |， (4. 2.4) 


进而 有 
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1 2a 
订 arctan 一 名 一 ， app 天 co， 
CQpp  Qoy 
开 
2 一 二 ， aop 一 Cocan>0， 
邢 
2 app 一 any am<0 


即 可 ,这 就 完成 了 雅 可 比方 法 将 一 个 非 对 角 元 am 化 为 零 的 计算 过 
程 , 从 而 由 矩阵 4 产生 了 和 抢 阵 4:. 而 将 新 矩阵 4, 的 非 对 角 元 化 为 
零 的 计算 过 程 与 上 边 完全 类 似 , 从 而 可 类 似 得 到 矩阵 4:,4:，…， 
于 
下 面 讨论 雅 可 比方 法 的 收敛 性 , 即 矩 阵 序列 {44} 向 对 角 阵 的 
收敛 性 . 由 (4. 2. 3) 易 知 
[oy 了 =o 《CiJ 天 pg9)， 
[ae 多 痒 十 [La 人 由 卫 一 oa 十 a5 《7 天 放 ,9)， (4.2.5) 
[ae 多 对 十 [ag 卫 十 2[a 史 于 一 ao 十 o5 十 2 和 
在 (4.2. 5) 式 的 第 一 式 中 取 ;一 7/ 夫 记 ,9 并 求 和 ,有 


2 [ay 了 一 己 0 
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1 9 


将 (4, 2. 5) 式 的 第 三 式 与 上 式 相 加 (注意 aw 一 0), 则 
六 [ao]: = 站 下 十 2ax (4. 2.6) 
记 本 
DC4) = 2 (对 角 元 的 平方 )， 
S(4) = > ai ( 非 对 角 元 平方 )， 
则 (4. 2. 6) 式 可 写 为 抽 
DG4) = D(4) 十 2c2， 人 


这 说 明了 由 4 到 4, 对 角 元 的 平方 和 增加 了 2ax%. 根据 前 述 线性 
代数 知识 (3), 有 
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1 和 4 人 飞 一 上 RART 人 一 外 A 公 ， 
即 4 和 A 的 总 元 素平 方 和 保持 不 变 , 亦 即 
D(4) 十 SC4UD = D(4) 十 SC4). (4.2.8) 
(4.2.8) 一 (4. 2.7) 得 
S(4) 一 SG(4) 一 2cjo， (4. 2.9) 
即 由 4 到 4, 非 对 角 元 的 平方 和 必然 减少 2aw, 还 可 进一步 证 明 
SdbD<(1 -2 站 |s(4)， 
一 般 地 有 


So <(1- 7 二 让 SC， 


从 而 有 


SG 六 | 1- SCh) (4 一 4) 


去 所 | 
显然 limS(4) 一 0, 即 非 对 角 元 的 平方 和 趋向 于 替 ，4k 趋向 于 对 
角 阵 , 雅 可 比方 法 收敛 . 

综 上 所 述 ,可 得 雅 可 比方 法 的 计算 步 又 如 下 ， 

(1) 首先 在 4 的 非 对 角 线 元 素 中 挑选 主 元 (绝对 值 最 大 者 》 
am 确定 旋 ,g; 

(2) 由 公式 (4. 2. 4) 求 得 tan20, 并 利用 tan20 与 sing,cosb 之 
间 的 关系 , 求 出 sing 及 cosb; 

(3) 由 公式 (4. 2. 3) 求 出 

app ya ah， ao (一 1 2 了 天 访 ,9)5 

(4) 以 4 代 4, 继 续 重复 (1),(2),(3), 直 至 |e 刀 1|<e 时 为 目 
(bp 天 g). 

此 时 4 中 对 角 线 元 素 即 为 所 求 的 特征 值 ,逐次 变换 矩阵 R 
的 乘积 

局 一 RiR:…R4 
的 列 向 其 即 为 所 求 的 特征 向 量 , 具 体 计算 时 可 令 
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汪 一 1 
Du 一 DR。 ( 冯 一 1, 2 从)， 
每 一 步 的 计算 公式 为 
1 一 42 cosb 十 ww sing， 
| 办 (m 一 Ds; Com 一 1) 全 12 
区 一 一 2 sing 十 ww cosb. 
在 实际 计算 中 常常 采用 一 些 措施 来 提高 精度 和 节省 工作 基 . 
〈1) 减少 伟人 入 误差 的 影响 
从 公式 中 可 知 , 具 体 计算 时 只 需 用 到 sinb,cosy 的 值 , 为 了 提 
高 精度 , 含 人 误差 越 小 越 好 . 常常 利用 三 角 函 数 之 间 的 关系 ,写成 
便于 计算 的 公式 . 令 


2 二 |amp 一 ao|， 并 一 2ansgn(anp 一 au)， 


tan20 一 芋 . 
于 是 an 7 


当 19| 入 开 时 ， cos20 和 osb 取 非 负 值 ,利用 三 角 恒 等 式 


1 
AT 十 tanz25 
sin20 一 tan2bcos20， 


2cos20 一 1 = cos20 一 








即 得 
cos20 = 一 二- 一， 
十 时 
cosg 一 | 了 al 十 cos20) ， 
sin20 = 一 一- 一 ， 
V 十 子 
了 2 
Wi 二 2cosl 


(2) 节省 工作 时 间 
在 雅 可 比方 法 中 ,每 次 变换 是 把 非 对 角 元 绝对 值 最 大 者 化 为 
零 ,但 在 * 阶 矩阵 中 要 去 寻找 这 个 最 大 元 素 要 花 很 多 机 时 ,所 以 一 
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般 不 选 最 大 元 ,而 是 采用 一 种 改进 方法 一 一 雅 可 比 过 关 法 来 达到 
节省 机 时 的 目的 . 

二 、 雅 可 比 过关 法 

实用 中 雅 可 比 过 关 法 的 具体 步骤 是 ， 

(1) 给 定 控制 误差 限 e. 

(2) 计算 非 对 角 元 的 平方 和 wo 一 2 > 2 7 ao 


(3) 设置 一 个 阔 值 w>0, 比 如 可 取 相 一 罗 ， 

(4) 对 4 的 非 对 角 元 oj (it 到 放逐 个 顺序 扫描 , 若 某 个 lajil 
ou, 则 立即 对 4 做 一 次 雅 可 比 正 交 相 似 变换 ,之 后 对 所 得 新 矩阵 继 
续 扫 摘 并 当 有 非 对 角 元 的 绝对 值 大 于 w 时 做 一 次 相应 的 雅 可 比 
正 交 相 似 变换 . 如 此 多 次 扫描 和 变换 ,直到 每 个 非 对 角 元 |au|< 
TV1， 

(5) 若 wse, 则 计算 结束 ,特征 值 及 相应 的 特征 向 量 已 得 到 ， 
停机 ;否则 转向 (6)， 

(6) 缩小 阔 值 ,比如 用 辣 替 代 w ,重复 (4) 一 (5)， 

雅 可 比 算法 稳定 ,精度 高 , 求 得 的 特征 向 量 正 交 性 好 ,缺点 是 
当 4 为 稀 琉 矩阵 时 , 雅 可 比 变换 将 玻 坏 其 夭 琉 性 . 

例 1 用 雅 可 比方 法 求 对 称 矩阵 


可 0 
往生 诈 一 了 和 -二 志 
有 2 





的 特征 值 及 特征 向 量 . 
解 记 4,=4 并 在 4 的 非 对 角 元 中 选 主 元 为 as= 一 1, 由 于 
al 一 a2 一 2, 故 可 取 0 一 尖 ,从 而 sing 一 一 2 cosb 一 六 2 二 


是 依 公 式 (4. 2. 3) 计 算 可 得 
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人 
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3 0 0.7071 
4 一 0 1 一 0. | 
0.7071 一 0.7071 2 
同 理 计 算 以 后 各 步 ,具体 计算 结果 见 表 4-3. 则 从 表 中 可 得 
sat9 一 3.4135， 
心 sag 一 0.5859， 
加 at 一 2.004， 
0. 5000 0.5000 0.7071 
1 = RRR2:R:RR: 一 - 0.7071 0.7071 0 | 
0. 5000 0.5000 一 0.7071 
即 
za 一 〈0. 5000， 一 0. 7071,0. 5000)7， 
uaz 一 (0. 5000,0. 7071,0. 5000)7， 
za 一 (0.7071,0， 一 0.7071) 
分 别 为 特征 值 ,ha 所 对 应 的 特征 向 基 ， 
矩阵 4 的 精确 特征 值 为 
力 一 2 十 WV 2 3.4142， 一 2 一 ^/ 2 :0.5858， ) 一 2， 
限于 篇 幅 , 求 实 对 称 矩阵 特征 值 的 二 分 法 及 求 一 般 矩 阵 全 部 
特征 值 和 特征 向 量 的 QR 方法 在 此 不 作 介绍 ,对 计算 矩阵 特征 值 
问题 有 兴趣 的 读者 可 参阅 相关 书籍 . 


本 章 小 结 


本 章 介 绍 了 求 矩 阵 特征 值 和 特征 向 基 的 常用 方法 . 

宕 法 是 求 矩 阵 主 特征 值 及 其 对 应 特征 向 基 的 一 种 有 效 方法 ， 
特别 是 当 撼 阵 为 大 型 稀疏 ( 即 抢 阵 元 素 中 零 元 素 较 多 ) 时 ,更 显 有 
效 . 寡 法 的 优点 是 算法 简单 ,但 当 |je/1s1 时 收敛 速度 很 慢 , 必 
须 用 加 速 方法 (如 原点 平移 法 ) 改 进 收敛 速度 . 而 反 震 法 则 是 已 知 
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特征 值 近似 值 时 , 求 对 应 特征 向 量 和 更 准确 特征 值 的 有 效 方 法 ,但 
每 迷 代 一 次 ,需要 解 一 个 线性 方程 组 ,计算 基 较 大 ,为 了 减少 计算 
其 ,和 抢 阵 的 ZU 分 解 在 这 里 非常 有 用 . 

雅 可 比方 法 是 通过 一 系列 正 交 相 似 变换 ( 即 平面 旋转 抢 阵 ?把 
对 称 矩 阵 4 化 为 对 角 阵 (近似 ), 从 而 求 出 4 的 全 部 特征 值 和 特征 
向 二 近似 值 的 有 效 方法 , 雅 可 比方 法 能 使 求 得 的 特征 向 其 保持 良 
好 的 正 交 性 . 对 于 中 小 型 实 对 称 和 矩阵, 用 雅 可 比方 法 求全 部 特征 值 
及 特征 向 量 是 有 效 的 ,但 如 果 矩 阵 具 有 稀疏 性 ,经 过 一 次 变换 后 ， 
稀 朴 性 会 被 破坏 ,所 以 此 时 雅 可 比方 法 的 计算 量 也 很 大 . 

本 章 介绍 的 几 种 方法 ,在 算法 上 都 比较 成 部 , 精 度 和 收敛 性 也 
都 可 以 保证 ,但 在 实际 计算 中 ,选择 何 种 方法 较 好 ,还 需 认真 考虑 . 





算法 与 程序 设计 实例 


求 怎 阵 的 主 特征 值 及 特征 向 基 的 寡 法 ， 
算法 概要 
宪法 是 求 矩 阵 主 特征 值 的 一 种 迭代 方法 . 设 4ER" 有 守 个 
线性 无 关 的 特征 向 量 X,X，…,X 而 相应 的 特征 值 满足 |A | 之 
| 之 …| 加 | , 则 对 任意 非 零 初 始 向 量 Vwo=we 天 0, 按 下 列 公式 
构造 向 量 序 列 ， 
yo 一 UV 和 0， 
Wi 一 4ULi， 一 0,1,2，…， 
7 一 Yi/max(Ye)， 
其 中 max(V) 表 示 we 中 模 最 大 的 分 量 并 有 


in - 
四 凡 mx 外 no 


用 宪法 计算 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 时 ,可 用 Rayleigh 商 作 加 
速 . 设 0 的 Rayleigh 商 为 R, 则 
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及 二 CAULUD (VarDD (CAUos4Wo) 
4 (Ce (COubUaD (C44o,4A4Do) 

















000 1 和 下 
扣 +ol| 
和 4 入 
J=1 
当 A-=co 时 ,及 将 比 max(Yb 更 快 地 趋 于 人 





实例 
求 矩 阵 的 主 特征 值 及 特征 向 量 ， 


区 0 
GD) 区 2 -| | 主 特征 值 为 2 十 3 ;相应 的 特征 
个 一 2 


1 到 

向量 为 | 一 -三 三] ). 
程序 和 输出 结果 

##include(stdio.hy》 

林 include(conio,hy》 

##include(math,h》 

林 define N 3 

#define 尼 PS le-6 

#define KM 30 


Hoat PowerMethod float * A) 

{《 
fioat MaxValue (float * ，int); 
float ULN], VLN], r2,rl; 
float temp:; 
int ij,j, 洗 一 0; 
for(i=0Oii<Ni;i 十 十 ) Uf[i] 一 1; 
while(k<KM) 
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} 


k 十 十 ; 
for(i=0ii<N5;i 十 十 ) 
{ 
temp 一 0; 
for(j=0;j<N;j 十 十 ) temp 十 一 x (A+ixN-j) xUr[j] 
V[i 训 =tempy 
} 
for(i=0ii<N;i 十 十 ) U[i 订 =V[i]/MaxValue(V,N); 
it(k==1) rl=MaxValue(V,N)， 
Tr2 王 Max Value(V,N)，; 
i 过 (fabs(r2 一 rl)<EPS) break; 
IT1 一 r2? 


Printf( 人 nr 一 只 fr2)， 
for(i=0ii<N;i 十 十 ) printf( nx[%d]= %f 和 fi 十 1,U[i); 


} 


float MaxValue(float xx，int n) 


{ 


} 


float Max 一 x[0]， 
int is 
forGi=1l;i<n;i 十 十 ) 
it(fabs(x[i]) 之 fabs(Max)) Max 一 x[i]; 
return Maxi; 


void main() 


{ 


float ALNJLN]=(1({2, 一 1,0) (一 1,2, 一 1 (0, 一 1,2)) 
了 PowerMethod(A[0])， 


和 
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getch(); 
} 


输出 结果 如 下 : 
7 一 3.414214 
z[1]= 一 0.707107 
xz[2] 一 1.000000 
z[3] 一 一 0.707107 


< 1 
《| 二 生 六 7 一 多 
一 3. 


〈 主 特征 值 为 6; 相应 的 特征 向 量 为 (1, 一 1,1)7)， 
输出 结果 如 下 

7 一 6. 000000 

z[1] 一 1.000000 

xz[2] 一 一 1.000000 

z[3] 王 1.000000 


思 考 题 


1, 何谓 寡 法 ? 用 寡 法 可 求 矩 阵 哪些 特征 值 及 特征 向 基 ? 写 出 
迭代 格式 . 

2. 守 法 收敛 速度 取决 于 什么 ? 怎样 加 速 收敛 ? 

3. 反 赛 法 的 思想 是 付 么 ?可 用 它 求 嘟 些 特征 值 ? 步 又 如 何 ? 

4， 雅 可 比方 法 可 用 于 何 处 ?其 基本 思想 是 什么 ? 

5， 旋转 矩阵 的 参数 p,q,6 怎样 确定 ? 目的 何在 ? 矩阵 旋转 相 
似 变换 有 何 特点 ? 

6. 何谓 雅 可 比 过 关 法 ? 优点 何在 ? 
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习 是 四 


1. 用 乘 宕 法 求 下 列 矩 阵 的 主 特征 值 h 及 相应 的 特征 向 二 ,要 
求 办 的 近似 值 N” 满足 | 一 | 委 e， 


2 3 2 
(1) 4 一 |10 3 4|，e 一 107 


3 6 1 


7 3 一 
(2) 4 一 | 3 4 一 1|，e=107. 
-2 -1 3 


2. 设 
--12 3 3 
-| 3 1 -站 
3 -2 7 


用 宕 法 原点 平移 法 ( 取 =4. 6) 求 4 的 主 特征 值 及 相应 的 特征 向 
量 , 要 求 | 二 10=4 
3. 用 反 寡 法 求 矩 阵 
< 3 3 
4 = 3 于“ 
是 六 7 
的 与 = 一 13 最 接近 的 那个 特征 值 及 相应 的 特征 向 量 , 要 求 运算 
过 程 小 数 点 后 至 少 保 留 5 位 ,特征 值 的 欠 代 误差 不 超过 10 
4. 用 雅 可 比方 法 求 矩阵 





1 0 
4 = | 一 1 人 
生生 寺 2 








的 全 部 特征 值 和 对 应 的 一 组 特征 向 量 , 要 求 运算 过 程 至 少 保留 4 


位 小 数 , 迁 代 到 | (ap ?| 二 10- :为止 
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5. 设 方 阵 4 的 特征 值 是 实数 , 且 满 足 
办 > 六 过 | > 1 
为 求 必 而 作 原点 平移 , 试 证 : 当 平移 量 5 一 过 (2 十 2) 时 ,等 法 收 


伍 最 快 . 
6. 设 4 为 实 对 称 矩 阵 ，(4} 是 按 古典 雅 可 比方 法 计算 时 产 
生 的 矩阵 序列 ，SCAD= (ob)2 证 明 ， 
1 


ii 


Su 人 1 





二 .< 
(一 1) SC4w)， 
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第 五 章 插 值 法 





在 科学 研究 与 工程 技术 中 ,常会 遇 到 函数 表达 式 过 于 复杂 而 
不 便于 计算 , 且 又 需要 计算 众多 点 处 的 函数 值 ;或 只 已 知 由 实验 或 
测量 得 到 的 某 一 函数 y=z) 在 区 间 [a, 纪 中 互 异 的 十 1 个 rzo， 
zzn 处 的 值 yy 需要 构造 一 个 简单 函数 已 (z) 作 为 
函数 >=.F(z) 的 近似 表达 式 

yy 一 zxz) 之 POz)， 
使 得 
P(z) 一 zi) 一 人 一 0,1，…)， 

这 类 问题 称 为 播 值 问题 ,PCz) 即 称 揪 值 函数 . 由 于 代数 多 项 式 是 
最 简单 而 又 便于 计算 的 函数 ,所 以 经 常 采用 多 项 式 作为 插值 函数 ， 
当然 ,也 可 采用 三 角 多 项 式 或 有 理 分 式 等 作为 插值 函数 . 若 插值 函 
数 类 {P(z)) 是 代数 多 项 式 , 则 相应 的 插值 问题 称 为 代数 插值 . 若 
{(P(z)} 是 三 角 多 项 式 , 则 相应 的 插值 问题 称 为 三 角 揪 值 , 本 章 只 
讨论 代数 插值 问题 . 对 于 别 的 插值 问题 ,读者 可 参阅 有 关 理 科 的 计 
算 方 法 书籍 . 

插值 法 是 一 种 古老 而 实用 的 数值 方法 , 它 来 自生 产 实践 . 早 在 
一 千 多 年 前 ,我 国 科学 家 在 研究 历法 中 就 应 用 了 线性 插值 与 二 次 
插值 ,但 它 的 基本 理论 和 结果 却 是 在 微 积分 产生 以 后 才 逐 步 完 善 ， 
其 应 用 也 日 益 广泛 . 时 至 今日 , 随 着 电子 计算 机 的 普及 , 择 值 法 的 
应 用 范围 已 涉及 到 了 生产 、 科 研 的 各 个 领域 . 特别 是 由 于 航空 . 造 
船 、 精 密 机 械 加 工 等 实际 问题 的 需要 ,更 使 得 插值 法 在 实践 与 理论 
上 显得 尤为 重要 并 得 到 了 进一步 发 展 ,尤其 是 近 几 十 年 发 展 起 来 
的 样 条 (Spline) 插 值 , 更 获得 了 广泛 的 应 用 . 
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381 拉 格 朗 日 (Lagrange) 插 值 


一 、 代 数 插值 问题 


先 给 出 代数 插值 的 定义 . 

设 y=(z) 在 区 间 [a, 纪 上 有 定义 , 且 在 [ae,bo] 上 的 十 1 个 不 
同 点 e 委 zo<zi<…<z= 一 5 的 函数 值 为 yy，…y, 若 存在 一 个 
代数 多 项 式 








PCz) 一 ao 十 aiz 十 azzz 十 … 十 anzn， 《5 1 1 
其 中 w 为 实数 ,使 得 
Poe(zi) 一 W (人 一 0,1,2，70) 《5, 1. 2) 


成 立 , 则 称 P,(z) 为 函数 y=J(z) 的 插值 多 项 式 ,点 zoyzi…yzn 
称 为 播 值 节点 ,包含 插值 节点 的 区 间 [a,b] 称 为 插值 区 间 ,关系 式 
《5. 1. 2) 称 为 插值 条 件 . 求 插值 多 项 式 P,(z) 的 问题 (方法 ) 称 为 代 
数 插值 问题 (方法 )， 

代数 择 值 的 几何 意义 ,就 是 通过 十 1 个 点 (zy) (一 0,1， 
2,，…) 做 一 条 代数 曲线 >= P,(z) ,使 其 近似 于 曲线 y>=.FGz) ,如 
图 5-1 所 示 ， 





得 


图 5-1 
显然 ,在 [a,5] 上 用 PCz) 近 似 FGz), 除 了 在 插值 节点 zi 处 
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P,(zD)= 大 zi) 外 ,在 其 余 点 z 处 都 有 误差 . 

令 RsCz)=Fz) 一 PCz), 则 Rs(Cz) 称 为 插值 多 项 式 的 余 项 ， 
它 表示 用 P,(z) 去 近似 FCz) 的 截断 误差 . 一 般 地 ， Ta | Re(Z) 1 
越 小 ,其 近似 程序 越 好 . 


二 、 插值 多 项 式 的 存在 与 惟一 性 


定理 1 在 ”十 1 个 互 异 节点 mw 上 满足 择 值 条 件 
PCzD) 一 一 0,1,2，2) 
的 次 数 不 高 于 ”次 的 插值 多 项 式 P,(z) 存 在 且 惟一 ， 
证 明 若 (5.1.1) 式 的 2 十 1 个 系数 可 以 被 惟一 确定 , 则 该 多 
项 式 也 就 存在 且 惟一 ， 
根据 插值 条 件 (5.1, 2),(5, 1. 1) 式 中 的 系数 coal,…aw 应 满 
足以 下 十 1 阶 线性 方程 组 


2 人 
ao 十 aizo 十 azTo 十 … 十 az 一 yo， 


2 
ao 十 wzi 十 aszl 十 十 anzl 一 2， 





《5. 1.3) 





ao 十 aizy 十 azr 十 光 十 an 一 ny 

其 中 未 知 量 ao,al,…，,an 的 系数 行列 式 为 范 德 蒙 (Vandermonde) 

行列 式 

1 xz 嫉 ee 

蕉 | 下 和 二 上 人 人 
1 : : 2>)20 


册 





1 

由 于 节点 互 异 , 即 zi 夭 zi (天 7 力 , 所 以 了 尖 0. 由 克 莱 姆 法 则 可 
知 方程 组 (5. 1. 3) 存 在 惟一 的 一 组 解 ua,…，'as* 即 插值 多 项 式 
(5. 1.1) 存 在 且 惟一 . 


三 、 线 性 插值 


线性 插值 是 多 项 式 插值 的 最 简单 情形 . 
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设 函 数 >= Fz) 在 区 间 [zo,zi] 两 端点 的 值 为 风 一 ACze)， 
=(zD ,要求 用 线性 函数 >= 六 (z)=az 二 4 近似 代替 rz), 适 
当选 择 参数 a,p ,使 


Di(zo) = Frzo)， TiCm) 一 CrD， (5.1.5) 
则 称 线性 函数 Zi(z) 为 jz) 的 线性 插值 函数 ， 
线性 插值 的 几何 意义 是 利用 通过 





=nt 两 点 4Czo*fCzo) 和 (zi,fCrzD)) 的 直 
2m 线 去 近似 代替 曲线 y=FCz), 如 图 5-2 
所 示 ， 

由 直线 方程 的 两 点 式 可 求 得 DCz) 
的 表达 式 为 


放 一 以 : 交 一 人 交 
DCz) 一 Layo 十 Qi 


册 := 二 | 














0 一 2 一 . 光 0 
性 (5.1.6) 
这 就 是 所 求 的 线性 播 值 函数 ， 
设 
0(z) 计生， Ai(z) 一 二 二 人 


则 lo(z),Cz) 均 为 z 的 一 次 函数 , 且 不 难看 出 它们 具有 下 列 性 
质 ， 

LoCro) 一 1， 人 Cro) = 0， 

ic 二 0，tntzi sl 





或 统一 写 为 
1， 当 #+ 一 到 时 ， 
eco- 介 当 ;? 天 时 ， 
具 有 这 种 性 质 的 函数 po(z),4Cz) 称 为 线性 播 值 基 函数 . 于 是 
(5.1.6) 式 可 用 基 郴 数 表 示 为 
ZiCz) 一 yolo(Cz) 十 yi 并 )， 
上 式 说 明 ,任何 一 个 满足 插值 条 件 (5. 1.5) 式 的 线性 插值 函数 都 可 
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G,R 一 0,1) 











由 线性 插值 基 函 数 po(z),(z) 的 一 个 线性 组 合 来 表示 . 

下 面 继续 讨论 在 Lzo,zi] 上 用 函数 >= 六 (z) 近 似 y=7z) 所 
产生 的 截断 误差 RiCz) 一 .ACz) 一 忆 Cz)， 

定理 2 设 .A(z) 在 [zeyz] 上 连续 ， 亚 (z) 在 (zo,zi) 内 存在 ， 
Zi(Cz) 是 满足 插值 条 件 (5. 1.5) 的 插值 多 项 式 , 则 对 任何 zeE 
[zo,z], 揪 值 余 项 (截断 误差 ) 为 


Ra) = 7 一 六 GD = 万全 tr 一 mn)Gr 一)， 








直人 
其 中 6E (zom), 且 依赖 于 zo。 


证 明 当 z=zo 或 zx=zi 时 ,由 (5.1.5) 式 知 (5.1.7) 式 成 立 ; 


当 z 天 zo 且 z 天 zi 时 ,把 z 看 成 Lzo,z] 上 的 一 个 固定 点 , 作 辅 助 
函数 


8 一 FGt) 一 Z(t) 
容易 证 明 


jz) 一 LiCz) 


壹 二 wo 人 一 六 





人 一 全 


oz) 一 wzo) 一 VCzi) 一 0， 
即 8(b) 在 Lzo,zi] 上 有 三 个 零点 ,由 罗 尔 (Rolle) 定 理 知 ，WU (2 在 
(xzoyzi) 内 至 少 有 两 个 零点 . 对 9 (t 再 应 用 罗 尔 定理 , 则 ww(z) 在 
(xzoyzl) 内 至 少 有 一 个 零点 , 记 为 , 使 得 


pr = jn) 21 二 DC) -0， 


(zz 一 To)(z 一 2) 





由 此 得 
Ri(z)= ACz) 一 PCz) 


一 所 所 cc 一 zo)(z 一 )，eE(CzoZD) 


应 当 指 出 , 若 f(z) 的 解析 表达 式 不 知道 ,或 者 疡 (z) 在 
(xzoyzD 内 不 存在 ,就 不 能 用 这 个 余 项 表达 式 去 估计 插值 的 截断 误 
差 .即使 放 (z) 存 在 ,但 由 于 二 在 (zw,z) 内 的 具体 位 置 一 般 是 不 知 
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道 的 ,这 时 若 能 求 出 a5 人 (z) 1=AM, 则 其 截断 误差 限 是 
2 
[Ri 委 211z 一 zo)(z 一 2)|， 


四 、 抛 物 线 插值 


设 已 知 y=J(z) 在 三 个 不 同 点 zu,ziyzs 上 的 值 分 别 为 y%， 
yyz, 要 求 作 一 个 二 次 插值 多 项 式 Cs*(Cz) ,使 它 满足 插值 条 件 
Za(z) 一 yw (一 0,1,2)， (5.1.8) 
由 于 通过 不 同 在 一 直线 上 的 三 点 4(ro,f(zo)),B(CzF(zi))， 
CCzra,fGzs)) 可 以 作 一 条 抛物 线 , 故 称 二 次 插值 多 项 式 Ls(z) 为 
7z) 的 抛物 线 插 值 函数 ,如 图 5-3 所 示 ， 





》 


y=1C0 
Cjp=C0 
| 
A 1 
1 昌 | 
1 1 
后 
1 1 芋 
1 1 生 
O| 加 和 和 
图 5-3 


下 面 采 用 类 他 线性 择 值 基 函 数 的 求法 去 求 Zaz(z). 
设 二 次 插值 多 项 式 为 
Zz(z) 一 yolo(z) 十 yiCz) 十 yzl(z)，zo 魏 工 委 了 


(5.1.9) 
其 中 必 z) (=0,1,2) 都 是 二 次 多 项 式 , 且 满 足 
1， 当 i 一 & 时 ， 
Li(zi) 一 大 一 0,1， < 
Ci)》 0， 当 ; 六 时 ， ( 0，1 全 人 


显然 ,，Z:(z) 满 足 插值 条 件 (5. 1. 8) 式 ,余下 的 问题 是 如 何 求 
AZz) .以 1o(z) 为 例 , 由 (5.1. 10) 式 知 ，lo(Czi) 王 0(zz) 一 0, 即 zi， 
zz 是 joCz) 的 两 个 零点 , 故 可 设 
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LoCz) 一 AZ 一 TDCZ 一 zz)， 
其 中 四 为 待定 常数 , 由 foCzo) 一 1, 得 


&(Czo 一 Zi)(zo 一 z) 一 1， 


所 以 一 


(zo 一 Zi)(zo 一 2) 





(z 一 2ZIDCZ 一 了 并) 
- 一 DGz 一 2) 
于 是 La (rzo 一 zi)(Czo 一 2) 
同 理 可 得 
( 袜 一 To)(Z 一 2) (z 一 Zo)(Z 一 2) 
4(z) 一 (zl 一 Zo)(Czi 一 2a) 民生 (za 一 Zo)(zs 一 ZI) 


代入 (5, 1.9) 式 得 


Pa(z) (zz 一 ZD(z 一 2) 


《一 
2 (xzo 一 z)(Czo 一 To) 


1 (zi 一 zo)(Czl 一 za) 








《所 .1 
其 中 yw =fGrz) (=0,1,2). 
由 (5.1. 11) 式 所 表示 的 函数 又 称 为 A(z) 的 二 次 拉 格 朗 日 插值 多 
项 式 . 
如 果 瑚 (z) 在 Lzo,z] 上 连续 ，(z) 在 (zoyzz) 内 存在 , 则 类 
似 于 定理 2 的 证 明 , 用 忆 (z) 去 近似 FCz) 的 截断 误差 为 


所 (二 二 FF 一 下 (二 详 全 (一 交 区 三 2 人 一， 











31! 
其 中 和 Se (zovrz), 且 依赖 于 zu 
若 ,max | 7"(z)1=M02, 则 截断 误差 限 为 


|Rz(Cz)1| < 各 le 一 zoCzr 一 xz 一 22)|， 


五 、 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 


下 面 进一步 研究 ”次 揪 债 多项式 的 问题 , 
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设 函 数 y>= FCz) 在 m 十 1 个 节点 
To 所 2 二 所 了 
处 的 函数 值 为 闪 一 FCz) (一 0,1,2,…2)，, 现 要 作 一 个 二 次 插值 
多 项 式 Lu(z) ,并 使 CCz) 在 节点 六 处 满足 
TCD) 一 (一 0,1,2). (5.1.12) 
我 们 仍 用 构造 盖 次 插值 基 函 数 的 方法 去 求 Zwv(z), 所 谓 ) 次 
插值 基 函 数 kw(z) (4=0,1,2,…,z) ,就 是 在 mn 十 1 个 节点 zo<za 
二 …<xzw 上 满足 条 件 
1， 当 ; 一 & 时 ， 


ri) = 
本 0， 当 ;i 关 时 


(一 0,1 2) 


(5.1.13) 
的 二 次 多 项 式 、 
用 前 面 二 次 插值 的 类 似 推导 方法 ,不 难 推 得 


Cr) (〔(Z 一 20) (一 工 )。( 工 一 ZI) (并 一 HI) (并 一 并 ) 
CT 一 DC 一 DC 一 





(CR 一 0,1,2，…)， 《5.1.147) 
显然 ,0(z) 满 足 插值 条 件 (5. 1. 12) 式 ,从 而 
LCz) 一 > yuli(z)， (5.1.15) 
0 


以 上 插值 多 项 式 就 称 为 ”次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 . 当 ”一 1 和 ”一 
2 时 ,DCz) 和 Zz(z) 分 别称 为 线性 播 值 多 项 式 和 二 次 插值 多 项 
式 . 
若 引入 记号 
aiCzZ) 一 (2 一 Ze 一 TD 一 有 NG 和 6 








则 
(zt 一 (z 一 Zoo) 一 2 一 2i)Cze 一 ID) 
(CR 有 0 
于 是 (5. 1.15) 式 可 改写 为 
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DCz) 一 袜 y- 一 -tacz) 《5.1.17) 


A=0 人 DC 
注意 , ”次 插值 多 项 式 Z(z) 通 常 是 次 数 为 ”的 多 项 式 , 特 殊 
情况 下 次 数 可 能 小 于 =” 例如 ,通过 三 点 (zo,yo)，(Cziyyi)，Czzyy2) 
的 二 次 插值 多 项 式 L:(z), 如 果 三 点 共 线 , 则 >=Zz(z) 就 是 一 直 
线 ,而 不 是 抛物 线 , 这 时 忆 zs(z) 是 一 次 多 项 式 ， 
为 了 在 计算 机 上 计算 Z,Cz) 的 值 , 通 常 采用 如 下 紧凑 表达 式 


Zu(z) 一 习 [ 员 二] (5.1.18) 


编排 程序 时 为 二 重 循环 ， 先 国定 全 入 令 ; 从 0 到 ”( 尖 t) 作 乘积 ,再 
对 & 求 和 , 即 可 求 得 L,Cz) 在 某 点 的 值 . 

若 fmw(z) 在 [ro,z] 上 连续 ，F"(z) 在 (zoyzn) 内 存在 ， 
Zo<zZIK…<zm 是 2 十 1] 个 节点 , 则 用 Z(z) 去 近似 jz) 所 产生 
的 截断 误差 为 


R,(z) 一 xz) 一 Ln(Cz) 一 


其 中 SeE (zoyz) 且 依赖 于 z， 

必须 指出 ,通过 十 1 个 互 异 节 点 zoyziyzz，…,zw 且 满 足 插 
值 条 件 (5. 1, 12) 式 的 插值 多 项 式 是 惟一 的 . 事实 上 , 若 还 有 一 个 插 
值 多 项 式 P,(z), 则 局,(z) 一 PCz) 是 一 个 次 数 不 超过 ”的 多 项 
式 , 且 在 节点 w 处 的 值 为 零 , 就 是 说 Z,(z) 一 PCz) 有 ?十 1 个 堆 
点 zoyzuyzi…yzo 但 次 数 不 超 过 ) 的 多项式 的 零点 个 数 不 能 超 
过 ), 故 只 有 一 个 可 能 , 即 忆 (z) 一 PCz) 拓 0, 所 以 世 (z) 生 Po(z)， 

例 ! 已 知 e 一 在 zx=1,2,3 点 的 值 由 下 表 给 出 ， 试 分 别 用 线 
性 插值 与 二 次 插值 计算 e ”的 近似 值 , 并 进行 误差 估计 . 























we 2 
全 各 wz)， (5.1.19) 





交 1 2 3 





区 0. 367879441 0,135335283 0. 049787068 
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解 取 zo=2,zi 一 3,z 一 2.1 代 入 一 次 插值 公式 (5. 1. 6) ,得 


六 (2.D 一 抱 ] 





X 0.135335283 
2.1 一 2 
一 汉 
一 0. 12678046. 


取 zo=lvzi=2,zz=3,z 一 2.1 代入 二 次 插值 公式 (5.1.11)， 
得 


十 





X 0.049787068 


_ (1 一 2)(2.1 一 3) 
六 02.D 一 一 0 的 全 人，X0.367879441 


(2.1 一 1)(2.1 一 3) 
1 X 0.135335283 


(2.1 一 1)(2.1 一 2 
十 于 一 10 一 X 0.049787068 


一 0.120165644. 
由 (5. 1. 全 靖 必 的 入 瑟 作 ， 有 


1R(2. Di 和 邱 12. 1 一 2)(2.1 一 3)| 0.00609009， 


|R:(2. 1D)| 入 与 十 102 1 一 1)(2.1 一 2)(2.1 一 3)| 





< 0. 00607001， 
从 计算 结果 和 误差 估计 均 可 看 出 ,与 精确 值 e ”一 0. 122456428 
比较 ， 志 (2.1)? 比 Z(2.1) 近 似 程度 要 好 一 些 ， 


$ 2 分 段 低 次 插值 





前 面 我 们 根据 区 间 [a, 纪 上 给 出 的 节点 可 以 得 到 函数 /Kz) 的 
插值 多 项 式 ,但 并 非 插值 多 项 式 的 次 数 越 高 , 遂 近 函数 /xz) 的 精 
度 就 越 好 . 其 主要 原因 是 ,由 于 高 次 插值 多 项 式 往往 有 数值 不 稳定 
的 缺点 , 即 对 任意 的 插值 节点 , 当 xco 时 ,插值 多 项 式 P,(z) 不 
一 定 收 剑 到 ACz). 对 此 ,本 世纪 初 龙 格 (Runge) 就 给 出 了 下 述 等 
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距 节点 插值 多 项 式 L.(z) 不 收 笋 到 7/(z) 的 例子 ， 
给 定 函数 /(z) 一 二 赤 , 它 在 [一 5,5] 上 的 各 阶 导 数 均 存在 ， 
但 在 [一 5,5] 上 取 ”十 1 个 等 距 节点 忆 一 一 5 十 10 二 (Gi 一 0,1,2， 


…2) 所 构造 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 
无 衬 人 由 OZ) 





名 1 十 (Crz 一 )wiCzb) 

当 ”co 时 ,只 在 |z| 委 3. 63 内 收敛 ,而 在 这 区 间 外 是 发 散 的 . 图 
5-4 给 出 了 xn=10 时 ，y 一 Dis(z) 与 AD 一 让 元 的 图 形 .从 图 这 
可 见 , 在 z= 士 5 附近 ，PioCz) 与 fCz) 偏 离 很 远 , 例 如 Do(4,8)== 
1. 80438 ,74. 8) 一 0. 4160. 这 种 高 次 插值 不 准确 的 现象 称 为 龙 格 











外 

从 Do 从 
人 1 
1 15 加 
渴 | 下 二 
本 | 1 1 
1 1 1 
| 1 1 1 
Ti 从 
硬 | 

1 1 1 1 
下 1 1 
攻 “他 1 
和 1 1 
人 1 
1 】 
1 1 
人 
导 | 1 1 
1 Da 二 
-5 7 5 飞 了 3 

证 \a 
图 5-4 





为 了 避免 高 次 插值 的 上 述 缺 点 ,我 们 常常 采用 分 段 插值 的 方 

法 ,即将 插值 区 间 分 为 若干 个 小 区 间 ,在 每 个 小 区 间 上 运用 前 面 介 

绍 的 插值 方法 构造 低 次 插值 多 项 式 ,以 达到 适当 缩小 插值 区 间 长 

度 ,同样 可 以 提高 插值 精度 的 目的 . 事实 上 , 若 在 上 例 中 将 ACz) 一 
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1/(1 二 z2) 在 节点 zx=0, 士 1, 士 2, 士 3, 士 4, 士 5 处 用 折线 连 起 来 ， 
并 在 每 个 小 区 间 上 应 用 线性 插值 计算 所 得 的 近似 值 显然 比 户 ,(z) 
更 盟 近 (z), 这 正 是 分 段 低 次 插值 的 优越 所 在 ， 

分 段 低 次 插值 的 优点 是 公式 简单 ,计算 量 小 , 且 有 较 好 的 收敛 
性 和 稳定 性 ,并 且 可 避免 计算 机 上 作 高 次 乘 寡 时 常 遇 到 的 上 溢 和 
下 滋 的 困难 . 


一 、 分 段 线性 插值 


从 几何 意义 上 看 ,分 段 线性 插值 就 是 用 折线 近似 代替 曲线 
?一 (xz)， 

设 在 区 间 [a, 纪 上 取 ”十 1 个 点 

&=z<zZ<… 和 和 <-l 王 im 一 0 《5 
函数 FCz) 在 上 述 节点 处 的 函数 值 为 
入 一 jz) 人 一 01 2 ， 
于 是 得 到 ”十 1 个 点 
(CzZoyyo)，(CZ1yy1) wy， (CTnyyn)， 

连接 相 邻 两 点 (zy 和 (zi+tyy+D (=0,1,2，…,) ,得 一 折线 函 
数 YCz), 若 满足 ， 

(1) wz) 在 [a, 拉 上 连续 

(2)》 VCziD) 一 (一 0, 1 2 

(3) Y(z) 在 每 个 小 区 间 [zi,zi+i] 上 是 线性 函数 ， 
则 称 折 线 函 数 wz) 为 分 段 线性 插值 函数 . 

由 分 段 线性 插值 函数 的 定义 知 ，w(z) 在 每 个 小 区 间 [Lziyzi+ 
上 可 表 为 























并 一 2i+ 痪 之 - 贡 
2 Zi 一 ER 汪 Ti+1 一 1 殉 
Ti 生 工 委 TH+l 一 0,1, 2 一 1)， 
Y(z) 是 一 分 段 函 数 , 若 用 基 函 数 表示 ,只 需 对 ;一 0,1,2,…， 
1, 令 
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工 二 = 


zs zs 和 nm (=0 略 去 )， 


Ti 一 Ti 
人 二 sz 委 t4l G 一 了 略 去 )， 
0， 其 他 . 
显然 ，4z) 是 分 段 的 线性 连续 函数 , 且 满 足 
过 1 一人， 
的 
于 是 
Vz) = ypiz)，a 委 z 委 . (5.2. 2) 
二 、 分 段 抛物 线 插 值 


分 段 抛物 线 插值 是 把 区 间 [a,b] 分 成 若干 个 子 区 间 ,在 每 个 子 
区 间 
[zi Zi] 全 一 1 2 一 1) 
上 用 抛物 线 去 近似 曲线 >= Fz). 若 记 子 区 间 [z -zi+r] 上 的 分 
段 二 次 插值 多 项 式 为 CCz), 则 由 上 节 (5.1.11) 式 可 知 ，ZLz(Cz) 可 
表 为 
记 (z) 下 全 二 全 一 二 yy 





父 一 Ti-14 作 一 Zi+l 
十 一 全 一 St 
(全 2 
Cr 一 ZrDCzHL 一 三 
今 将 wz) 定 义 为 按 式 (5. 2. 3) 分 段 表 示 的 区 间 [e, 纪 上 的 函数 , 则 
称 PCz) 为 F(z) 在 区 间 [a, 刀 上 的 分 段 二 次 插值 函数 , 它 有 下 列 性 
质 ， 


〈5.2.3) 


(1) wz) 在 区 间 [a, 纪 上 是 连续 函数 ; 
〈2) VPCziD) 一 y 一 0，1,2，… 2)5 
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(3) 在 每 个 子 区 间 [zr,zr+ 上 ,9?(z) 是 次 数 不 超 过 二 次 的 多 
项 式 . 
应 用 低 次 插值 的 关键 是 恰当 地 选择 插值 点 ,而 选择 插值 节点 
的 原则 是 应 尽 可 能 地 在 插值 点 的 邻近 选取 插值 节点 . 例如 ,假设 择 
值 点 xz 位 于 点 ziyze 之 间 , 这 时 为 了 确定 另 一 个 插值 节点 ,需要 
进一步 判定 x 究竟 偏向 区 间 (ze ,ze 的 哪 一 边 . 当 zx 靠近 zi， 
即 |z 一 zl 委 1z 一 zx 时 , 则 取 zi 为 第 三 个 插值 节点 ,这 时 令 
(5. 2. 3) 式 中 的 下 标 ; 一 4 一 1 反之 , 当 工 僻 近 z 即 1z 一 zol 二 
1Zz 一 zt 时 , 则 取 zx+ 为 第 三 个 插值 节点 ,这 时 令 (5. 2.3) 式 中 的 下 
标 ;一 A3; 当 靠近 开始 点 , 即 zx<zi 时 ,自然 取 zo,zivzs 为 插值 节 
点 ,这 时 令 公 式 (5. 2.3) 中 的 下 标 ;= 一 1; 当 z 靠近 终点 , 即 xz 之 ro 
时 , 则 取 ; 一 x 一 1. 根据 以 上 讨论 , ;的 取 法 可 归结 为 
1， 党 
& 一 1， 当 zi<xz<zo 且 lz 一 zl 委 |lz 一 zl， 
& 一 2,3， 和 一 1， 
A， 当 zci<z<z 且 lz 一 zc 二 |z 一 zl， 
& 一 2,3，… 和 9 一 1， 
2 一 1， 当 z> 二 zi， 


8$ 3 差 商 与 牛顿 插值 多 项 式 


拉 格 朗 日 揪 值 多 项 式 具有 含义 直观 ,形式 对 称 , 结 构 紧 凑 , 便 
于 记忆 和 编程 计算 等 特点 . 但 这 种 插值 多 项 式 , 当 精 度 不 高 而 需要 
增加 插值 节点 时 ,插值 多 项 式 就 得 重新 构造 ,整个 公式 改变 后 以 前 
的 计算 结果 就 不 能 在 新 的 公式 里 发 挥 作用 ,计算 工作 也 就 必须 全 
部 从 头 做 起 . 为 了 克服 这 一 缺点 ,本 节 将 介绍 另 一 种 形式 的 插值 多 
项 式 一 一 牛顿 播 值 多 项 式 . 它 的 使 用 比较 灵活 , 当 增加 插值 节点 
时 ,只 要 在 原来 的 基础 上 增加 部 分 计算 工作 量 而 使 原来 的 计算 结 
果 仍 可 得 到 利用 ,这 样 就 节约 了 计算 时 间 ,为 实际 计算 带 来 了 许多 
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方便 . 此 外 , 它 还 可 用 于 被 插值 函数 由 表格 形式 给 出 时 的 余 项 估 
计 . 在 讨论 牛顿 插值 多 项 式 之 前 , 先 介绍 差 商 的 概念 及 性 质 . 


一 、 差 商 的 定义 及 性 质 


定义 1 已 知 函数 FCz) 在 十 1 个 互 异 节点 ro<ra< ro< 和 
<<z 处 的 函数 值 分 别 为 FCzo) ,7Cz) zs)， 称 


三 CCzai) 一 Cr) 


Vi+1 一 i 
为 (xz) 关 于 节点 zizi+i 的 一 阶 差 商 . 称 
FLzzriyzt 人 一 jziHuzi+3] 二 [zt 


Vi+2 一 





为 f(z) 关 于 节点 mri+tiyzix+s 的 二 阶 差 商 . 一 般 地 , 称 


JJLzyzirteyzi+ 酉 


JELzia 1 并 i 二 29” 民 了 | Liyxzi+l yyXZi4 


Vi 一 





(5.3.1) 
为 FCz) 关 于 节点 mrz+Hozt+t 的 上 阶 差 商 . 当 &=0 时 称 /zi) 
为 f(z) 关 于 节点 zx 的 零 阶 差 商 , 记 为 jz,]， 


因为 mn) 一 lim 7CztD 一 Jr ， 故 


Ti+1 一 Ti 
(zi) 一 _lim 7[zyr+i， 
即 差 商 是 微 商 的 离散 形式 . 

差 商 有 如 下 性 质 ， 

性 质 1 函数 Jjz) 关 于 节点 zz 的 天 阶 差 商 
JLzuyzizn] 可 以 表示 为 函数 值 fxzo) ,7Gz)，…FCzo 的 线性 
组 合 , 即 

7 (5.3.2) 
和 wkCZ)) 

证 明 用 数学 归纳 法 . 
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当 4 1 时 ,由 定义 
[zz]= 人 一 Aao - 
(zi) 


1 
全 wzZh) 


jzo) ， Arzi) 


一 7o 





癌 一 1 


对 &=1,(5. 3. 2) 成 立 . 
设 A=* 一 1 时 亦 成 立 , 即 对 一 1 阶 差 商 (5. 3. 2) 式 成 立 , 于 是 


有 
区 1 CCzD) 
ALzorieyZo- 品 一 - 呈 A 了 人 


JE 0 


忌 zi) 


(Ti 一 TD)(D) 一 ZI) (Zi 一 Zn-1) 








名 (z 一 zo)(Czi 一 ) 




















FLziyzawyzn] 
一 羡 zi) 
J=1 o (Zi) 
zh) 
名 (一 ) (一 za) (太一 一 1) (1 一 1 (CT 一 Zn 
由 定义 
着 元 ,二 5 丰 ] 三 人 ,zw_ 吕 
_ 芯 zi) ， 忌 zi) 
各 区 (rm 一 zz 各 允 Cr)Gzo 一 z) 
二 Czo) 
ee 
坪 (zi) Ci) ] 
二 各 ee 一 Zzo) 邮 (zi)(Czn 一 工 0 
了 (Cz) 
(mm 一 zo)(zn 一 Zi (一 To-l) 
-人 zhi) 
Jo psi“ 
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即 推出 人 一 时 也 成 立 , 故 命题 成 立 ， 

由 性 质 1 可 直接 推出 以 下 性 质 ， 

性 质 2 ” 差 商 与 其 所 含 节点 的 排列 次 序 无 关 , 即 

FLrivmtr] = AFLrzrz]， 

FELzryzrryzt+a] 一 ALzrymyzag] 一 7 拒 rizy2rly7i]， 
一 般 地 ,在 4 阶 差 商 FLzo,zt za 中 ,任意 调换 节点 的 次 序 , 其 
值 不 变 . 
性 质 3 设 /(z) 在 包含 互 异 节点 zoyzl,…，zw 的 闭 区 间 
[ab 上 有 半 阶 导数 , 则 ) 阶 差 商 与 呈 阶 导数 之 间 有 如 下 关系 


Cn)》 
[xzovzl zj] 一 万 多 ， SeE (ab)， (5.3.3) 


关于 这 一 性 质 的 证 明 将 在 后 面 给 出 ， 
利用 差 商 的 递 推 定义 , 差 商 的 计算 可 列 差 商 表 如 表 5-1 所 示 : 











表 5-1 
了 jz) - 阶 差 商 二 阶 差 商 三 阶 差 商 
0 7Czo 
1 Jaz) Arozl] J[Lzovzriyzo] 
J[Lxuz3] [xzoyrivzayz3] 
xz JJCzi) [riyzayza] 
JJLzsyza] ; ; 
3 7Cz) 





若 要 计算 四 阶 差 商 ,增加 一 个 节点 ,再 计算 一 个 斜 行 , 如 此 下 
去 , 即 可 求 出 各 阶 差 商 的 值 ， 


二 、 牛 顿 插值 多 项 式 及 其 余 项 


根据 差 商 的 定义 ,可 以 得 出 满足 插值 条 件 
NGCz) 一 G 一 0,1, 2 (5.3.4) 
的 插值 多 项 式 N,(z)， 
设 ro,zi，…zrn 为 ?十 1 个 插值 节点 ，zE[a,g 且 z 关 mi G 一 
0,1,2,…,), 则 由 差 商定 义 有 
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Jrz) = FGxzo) 十 ALzzo(Cz 一 zo)， 
[zzo] = FLzozi] 十 FLzzozi](z 一 2)， 
FLzyzoyzi] = JLzoyziyze] 十 JLzyzoyziyz](z 一 zz)， 


FLzyzovzi yz 一 J[zoziwzo] 
十 FLzyzoywyzoj(Cz 一 zn)， 
将 上 组 等 式 中 第 二 式 代 入 第 一 式 得 
JCz)= Cro) 十 FLroz](Cz 一 zo) 
十 jLzyzorzi](z 一 zo(z 一 ZD 
一 NiCz) 十 玉 (z)， 
式 中 Ni(z)=J(Gzo) 十 fLzoyzl(z 一 zo), 可 验证 Ni(z) 是 满足 揪 
值 条 件 (5. 3.4) 的 一 次 插值 多 项 式 , 而 
名,(z) = FLzyroyz](z 一 zo)(z 一 2 
为 一 次 插值 的 余 项 . 
再 将 第 三 式 代 入 fxz)= Ni(Cz) 十 砚 (z) 得 
jz)= (xzo) 十 JJ[zozi](z 一 2zo) 
十 j[Lzroyziyzz](z 一 zo)(z 一 2i) 
十 jfLzzoyziyzs](z 一 zo)(Zz 一 ZI)(Z 一 Z2) 
= N:Cz) 十 砍 :(z)， 
式 中 
Na(z) 一 (zxzo) 十 JLzoyzi](Cz 一 To) 
十 f[Lzozize](z 一 zol(z 一 2)， 
由 Nz(z) 的 表达 式 ,Ni(zo) 一 ,NiCzi) 一 y 显然 成 立 , 当 z= 一 zz 
时 ， 
Na(zz) 一 JCzo) 十 ALzoyzi](Czs 一 Zo) 
十 jLzoyziyzrz](zas 一 Zo)(zs 一 ZI) 
一 (xzo) 十 JLzoyzi](zz 一 zo) 
十 (F[ziz] 一 [royzi])(Czs 一 Zi) 
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= jzo) 十 zsj[zoz] 一 zof[zoz] 十 zf[zz] 
一 zaf[Lro,zi] 一 zfLzyz] 十 7Lzozi] 
= (ro) 十 FLzoz(z 一 zo) 十 FLzozs](zs 一 ) 
(xzo) 十 zi) 一 Cro) 十 Frz) 一 zi) 
一 (zxz). 
所 以 Ns(zr) 为 满足 插值 条 件 (5. 3. 4) 的 二 次 插值 多 项 式 .而 
真 ;(z) = [zzoyziyz](z 一 zo( 一 2 一 2 
为 二 次 插值 的 余 项 . 
类 似 地 ,将 各 式 逐 次 代入 前 一 公式 ,可 得 
A(z) 一 GCzo) 十 FLzzi](z 一 xo) 
十 FLzoyziyzz](z 一 xzo)(z 一 Zi) 十 必 


十 jfLzozi 和 yzn](z 一 zo)(z 一 iv(Z 一 2o-iD) 








十 JJ[Lzrzo…zs](z 一 zo)(Cz 一 Zr 一 Ion)， 


(5. 3,. 5) 


令 
VCz) 一 7(zo) 十 JLzoyz](z 一 2zo) 
十 AL[zoyziyze](z 一 zo)(z 一 zi) 十 


十 疙 zooziyoyzij](z 一 2o) 人 2 一 2 人 一 00 


(5. 3. 6) 


并,(Cz) = JLzyzo yzn](z 一 zo)(z 一 ZD (zz 一 zn)， 


《5. 3,.7) 


则 (5. 3. 5) 式 可 写 为 
Crz) 王 NoCz) 十 开 (z)， 
由 玉 (z)=0G 一 0,1,…，) 可 知 ，N,(z) 为 满足 插值 条 件 
(5.3.4) 的 ?次 插值 多 项 式 , 通常 称 N,(z) 为 半 次 牛顿 插值 多 项 
式 , 有 (Cr) 为 牛顿 型 插值 余 项 . 
由 8$1 定理 1, 满足 插值 条 件 的 插值 多 项 式 存 在 且 惟 一 ,于 是 
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NuCz) 二 ZL(z)， 
进而 当 FGz) 在 (ae,b) 上 有 ?十 1 阶 导数 时 ,有 

上。(Z) 汉民 (Z)， 
即 


Oo+D 
妆 雹 wo)， 〈5.3. 8) 


所 以 ,对 列表 函数 或 高 阶 导数 不 存在 的 函数 ,其 余 项 可 由 牛顿 型 插 
值 余 项 给 出 ， 
由 (5. 3.8) 式 还 可 得 


Rs(z) 一 [zyzo yzne]ows+i(z) 一 


Jo+DCE) 
(十 1)17 





JLzyzoziyzn] 一 


这 就 证 明了 差 商 的 性 质 3. 

记 Ne(z) 为 具有 节点 zo,zli…zt 的 牛顿 插值 多 项 式 , 则 有 具 
有 节点 zoyziy…yztri 的 牛顿 插值 多 项 式 NetCz) 可 表 为 

NeariCz) = NeCz) 十 ALzozieyzt 
(一 0 一 轴 )( 人 一 ZX) 
上 式 说 明 增加 一 个 新 节点 zt 只 要 在 Ne(z) 的 基础 上 ,增加 计算 
FLzoyziyeyZti(Cz 一 zo)(z 一 DZ 一 2 

即 可 . 牛顿 播 值 多 项 式 的 递 推 性 给 实用 带 来 了 方便 ， 

实际 计算 时 ,可 借助 于 差 商 表 5-1, 牛 顿 插值 多 项 式 的 各 项 系 
数 就 是 表 5-1 中 第 一 条 斜 线 上 对 应 的 数值 . 

例 1 已 知 一 组 观察 数据 为 


ecE (ab)， 








1 0 2 3 
工 1 2 3 4 
见 0 > 二 家 3 





试用 此 组 数据 构造 3 次 牛顿 持 值 多 项 式 NiCz), 并 计算 
Ni(1.5) 的 值 , 
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解 先 按 表 5-1 作出 如 下 差 商 表 . 





也 入 一 阶 差 商 二 阶 益 商 三 阶 差 商 
1 OO 
吕 二 5 7 
2 2 
3 一 6 5 
9 
4 3 


相应 的 牛顿 插值 多 项 式 只 需 将 表 中 第 一 条 斜 线 上 对 应 的 数值 
( 划 了 一 横 线 ) 代 入 公式 (5. 3.6) 即 得 
NiCz) = 一 0 一 5(z 一 1) 十 2(z 一 1)Cz 一 2) 
十 一 DZ 一 2007 一 3)， 








整理 得 
Nas(Cz) 一 空 一 4z2 十 3， 
Na(1.5) 1.5: 一 4X1.5: 十 3 2. 65， 








8$ 4 差分 与 等 距 节点 插值 公式 


上 面 讨论 了 节点 任意 分 布 的 插值 公式 ,但 实际 应 用 时 , 常 采用 
等 距 节 点 ,这 时 插值 公式 可 以 进一步 简化 ,计算 也 简单 得 多 . 由 于 
节点 是 等 距 的 ,所 以 函数 的 平均 变化 率 与 自 变 量 的 区 间 无 关 . 此 
时 , 差 商 可 用 “差分 代替. 


一 、 差 分 的 定义 及 性 质 





定义 1 设 函 数 >=z) 在 等 距 节点 = 一 zi 十 碌 G=0,1,2， 
…,) 上 的 值 w= .Fri) 为 已 知 ,这 里 六 = 袜 一 zi 为 常数 , 称 为 步 
长 , 记 作 
Ayw = yi 一 yi [7 
Vy 一 和 一 yi 《5 -2 
分 别称 为 函数 y= /zxz) 在 处 以 六 为 步 长 的 向 前 差分 和 向 后 差 
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分 ,符号 A,VY 分 别称 为 向 前 差分 算 符 ( 或 算 子 ) 和 向 后 差分 算 符 
(或 算 子 ). 所 谓 算 符 ,可 以 理解 为 某 种 运算 的 符号 记 法 . 

与 高 阶 差 商 可 以 由 低 阶 差 商 来 定义 相 类 似 , 高 阶 差分 也 可 以 
通过 对 低 阶 差分 再 求 差 分 来 定义 . 例如 二 阶 差分 可 用 以 下 方法 得 
到 








A'y 一 ACAy) = AU 一 yi) = Ay+li 一 Ay 
一 y+z 一 2y+l 十 久 ， 
Viy 一 VCIVy) 一 VOy 一 yi 一 Vi 一 Vol 
一 yi 一 2Y-l 十 -2， 
更 高 阶 的 差分 可 用 同样 方法 递 推 得 到 . 一 般 地 ， "一 1 阶 差 分 的 差 
分 称 为 阶 差分 , 记 作 
Ai 一 AT 一 Aion (5.4.3) 
称 为 Ar(z) 在 处 以 疡 为 步 长 的 : 阶 向 前 差分 . 
差分 的 性 质 ， 
性 质 1 各 阶 差 分 可 用 函数 值 线性 表示 为 
Ag 一 3 一 Cn 十 Con 十 十 (一 TDCoynri 








十 … 十 (一 1)"y， (5.4. 4) 
其 中 
Cx 刀 ] 一 22 一 1)…(2 一 和 十 1) 
”ICa 一 友 )1! 本 


该 性 质 由 差分 定义 ,读者 不 难 自 证 ( 留 作 习题 ). 

性 质 2 ”差分 与 差 商 满 足下 述 关系 ， 
janoea] 一 匀 汪 ， 下 一 1 27 5 的 
[zyTo-lyzn- 果 一 3， 上 一 120775416) 

证 明 ”利用 归纳 法 证 明 (5.4. 5) 式 . 

当 4=1 时 ,有 [rovzi] 一 分? ,结论 成 立 . 

设 &=* 一 1 时 ,结论 亦 成 立 , 即 有 
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An: 
FLzoyziy yzo-i] 一 2 





人 一 1)22 
An-1 
JJ[Lziyzayzn] 一 RE 
则 当 4 一 ”时 
[aas 一 zzarsz 一 FLzozizn 


Tn 一 0 
Ar 一 Aio _ Am 
(2 一 1)1pr1 zi 思 7p 
故 (5.4, 5) 式 成 立 ( 同 理 可 证 (5. 4. 6) 式 成 立 ). 
性 质 3 ”差分 与 导数 满足 关系 
Aryo 一 hf 人) (ECzoyzn))， (5.4,7) 
证 明 将 (5.3,3) 式 与 (5.4,. 5) 式 联 立 , 即 得 
)》 人 0 
(6) = 
故 (5.4.7) 式 成 立 ， 

由 (5.4.7) 式 可 看 出 , 若 fxz) 是 一 个 次 多 项 式 , 则 它 的 二 阶 
差分 为 常数 , 因此 ,如 果 一 个 列表 函数 的 ， 阶 差分 已 接近 常数 , 则 
用 一 个 ”次 多 项 式 去 遥 近 它 是 恰当 的 ， 

为 了 应 用 方便 ,计算 差分 可 列 差分 表 ( 见 表 5-2)， 








(人 GE (ab))， 





表 5-2 
石 稍 Ay Azy Aiy At4yi 
芭 
Ayo 2 
2 3 Ayo 3 
Ay 2 Ayo 
2 32 Ayn 3 Amo 
这 5 Ayz Az Ay 
3 2 
Ays 
Tt 3 


二 、 等 距 节 点 插值 多 项 式 及 其 余 项 


将 牛顿 差 商 插值 多 项 式 (5. 3. 6) 中 各 阶 差 商 用 相应 差分 代替 ， 
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就 可 得 到 各 种 形式 的 等 距 节点 插值 公式 . 这 里 只 推导 常用 的 前 插 
与 后 插 公 式 ， 

设 给 定 等 距 节点 志 一 ze 十 雪人 =0,1,2,…) 后 ,将 差分 与 关 
商 的 关系 式 (5. 4. 5) 代 入 牛顿 插值 多 项 式 N,(Cz) 即 可 得 到 





2 
NiCz) =Azo + edz 站 全 2 全 2 二 
246 
人 yo 
1 
令 zx 一 zo 十 雪 ,t>>0, 则 有 





十 … 十 


(5 








NGm 十 纵 ) 一 /azo) 十 ta 十 从 于 于 At 十 … 


十 个 二 Ar (5.4.8) 
将 差分 与 差 商 的 关系 式 (5. 4. 5) 代 入 牛顿 型 插值 余 项 式 


(5.3.7) 又 得 到 


一 1) 一 于 27 n+lFo+D 
全 全 和 估 二 人 O 人 


(ECzoyzn))， (5.4.9) 
(5.4. 8) 式 与 (5. 4. 9) 式 分 别称 为 牛顿 向 前 插值 多 项 式 与 牛顿 向 前 
插值 多 项 式 的 余 项 . 

具体 计算 时 ,首先 应 根据 数据 表 计 算 差 分 表 , 然后 按 公 式 z= 
xzo 十 雪 , 求 出 上 = (z 一 zo) 人 的 值 , 再 代入 公式 (5. 4.8) 计 算 ,公式 
中 用 到 的 各 阶 差 分 就 是 向 前 差分 表 上 边 第 一 条 斜 线 上 的 对 应 值 . 
牛顿 向 前 插值 公式 适用 于 计算 ze 附近 的 函数 值 ， 

在 非 等 距 节 点 情形 如 果 需 要 求 出 接近 z 处 函数 y= 7(z) 的 
近似 值 , 可 以 将 公式 (5. 4. 8) 改 为 按 插值 节点 zu,zw-1,…yzo 的 次 
序 排列 的 牛顿 插值 公式 , 即 

NGCz) 一 (za) 十 FLzz-i](z 一) 十 和 
十 J[zz-iyzo](zr 一 Za)(Cz 一 zuDvCz 一 )， 
(5.4, 10) 
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节点 苦 为 等 距 时 , 设 zx 一 阅 一 坊 , 其 中 0<:<<1, 即 z 为 靠近 节 
点 和 的 点 ,于 是 有 
(六 一 2a)(Z 一 To iv( 一 ni) 
一 (一 TD 一 1 一 DAf+ (5.4.11) 
将 (5,4.6) 和 (5.4. 11) 代 入 公式 (5.4.10), 得 


Ni(z) 一 几 一 VY 二 (1wey 十 入 








t 一 1) :一 二 十 ]) V 


了 2! 





本 


用 





忆 : TD 二 1 本 1 Viy， 
(5. 4.12) 
公式 (5. 4,. 12) 称 为 牛顿 后 插 公 式 . 其 中 V'ym (7 一 0,1,…，)， 可 以 
用 构造 向 后 差分 表 的 方法 得 到 . 其 构造 法 与 向 前 卷 分 表 类 同 ,只 是 
节点 及 相应 函数 值 的 排列 次 序 不 同 而 已 . 
若 实际 问题 既 要 求 出 函数 >= /(z) 靠 近 节 点 ze 处 的 近似 值 ， 
又 要 求 出 它 靠 近 节点 mm 处 的 近似 值 , 这 时 分 别 利用 公式 (5.4. 8) 
和 (5. 4.12) 就 需要 构造 向 前 差分 表 和 向 后 差分 表 . 能 和 否 利 用 一 个 
差分 表 来 完成 以 上 两 项 工作 呢 ? 回 答 是 肯定 的 . 我 们 可 以 利用 向 前 
差分 与 向 后 差分 的 关系 : V'ym 一 ee 





Ni 一 ty 十 迄 并 Daty 二 
el 一 ee 
- 立 De=Dee 一 iDay 
Je 
《5 


公式 (5.4.8) 和 (5.4.13) 都 只 用 到 向 前 差分 ,所 以 只 需 构造 向 前 差 
分 表 , 公 式 (5.4.8) 用 表 前 部 分 ,公式 (5.4. 13) 用 表 后 部 分 ,所 以 分 
别称 它们 为 表 前 公式 和 表 后 公式 . 
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和 牛顿 向 后 插值 公式 的 余 项 为 


ET 
Rs(z) 一 (一 1) 人 于 1 人 8 


ecE (zzo)， (5.4.14) 
牛顿 向 后 插值 公式 适用 于 计算 函数 表 末 端 附近 的 函数 值 . 公式 
(5. 4.13) 中 用 到 的 各 阶 差分 ,就 是 向 前 差分 表 最 小 斜 行 上 的 各 对 
应 值 . 

例 1 已 知 等 距 节点 及 相应 点 上 的 函数 值 如 下 表 所 示 , 试 求 
Ni(0.5) 及 Nis(0.9) 的 值 ， 














0 2 3 
和 0.4 0.6 0.8 1.0 
岂 1.5 1.8 2.2 2.8 


解 ” 先 造 向 前 差分 表 





1 大 yy Ay Ay Agy 
0 0.4 .5 
Re 人 
和 0.4 0.1 
2 0.8 2.2 0. 二 
0.6 SS 
1.0 2.8 二 


4 
将 差分 表 上 部 那些 画 横 线 的 数 及 t=0,. 5 代入 公式 (5.4. 8) 得 
Na(0.5)=1.5 十 0.5X0.3 十 上 下 和 2 X (0.1) 


0.5( 一 0. 2 1.5) x(o.D 


当 z=0.9 时 ，: 一 上 上 0 元 29 一 0.5. 将 差分 表 中 下 部 那些 画 模 
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线 的 数 及 t 一 0. 5 代入 公式 (5.4. 13) ,得 


Na(0.9) 一 2.8 一 05X0.6 十 二 (0.5)( 一 0.5)00.2) 





四 于 (0.5)( 一 0.5)(- 1.5)(0.1) 


一 2.46875. 
“ 呈 5 埃 尔 米 特 (Hermite) 插 值 


前 面 讨论 的 插值 条 件 不 包含 导数 条 件 ,而 实际 问题 中 有 时 不 
但 要 求 在 节点 上 函数 值 相等 ,而 且 还 要 求 插值 函数 的 导数 值 与 被 
插值 函数 的 导数 值 在 节点 上 也 相等 . 这 种 包含 导数 条 件 的 插值 多 
项 称 为 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 ， 


一 、 一 般 情形 的 埃 尔 米 特 插值 问题 


一 般 情 形 的 埃 尔 米 特 插值 问题 是 指 所 满足 的 插值 条 件 中 , 函 
数值 的 个 数 与 导数 值 的 个 数 相等 . 即 当 函 数 fF(z) 在 区 间 [a, 纪 上 
ma 十 1 个 节点 mi (=0,1, 2) 处 的 函数 值 Fr) = 及 导数 值 
刀 (z)=mui 给 定时 ,要 求 一 个 次 数 不 超 过 2 十 1 的 多 项 式 
已 w+i(Cz) ,使 之 满足 

娓 (CD) 一 mi 
CD) 二 霓 /。 
这 里 给 出 了 2 十 2 个 插值 条 件 , 可 惟一 确定 一 个 形式 为 
杂 (zz) 一 ao 十 Qiz 十 十 anHiZ2ntl 
的 多 项 式 ,但 是 ,如 果 直 接 由 条 件 (5.5. 1) 来 确定 2 十 2 个 系数 ao， 
al…yam+* 显 然 非常 复杂 .所 以 ,我 们 仍 借用 构造 拉 格 朗 日 插值 
多 项 式 的 基 函 数 的 方法 来 讨论 ， 

设 w(z) ,BCz) (=0,1,…，m) 为 次 数 不 超 过 2 十 1 的 多 项 

式 , 且 满 足 


人 二 01) 〈5.5.1) 
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azi) 一 0 志 (zi) 一 0， 
Br 一 0 pm) 一 0 
则 满足 插值 条 件 (5. 5. 1) 的 埃 尔 米 特 插 值 多 项 式 可 写成 用 插值 基 
函数 表示 的 形式 
厂 :(Cz) 一 [au(z)y 十 BCz)zzi. 《8 5) 
由 条 件 (5.5.2), 显 然 有 
忆 z) 一 yw， 万 CD) 一 四 一 0,1，…)， 

下 面 的 问题 就 是 求 满足 条 件 (5. 5. 2) 的 基 函 数 w(Cz),6i(z) 
(一 0,1，…2). 为 此 , 仍 借用 构造 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 基 函 数 
4WCz) (= 一 0,1, 2) 的 方法 进行 

由 w(zD) 一 0,o (zi) 一 0 (天 门 , 令 

oj(z) 一 (oji 十 己 )[OCz)]， 
其 中 ob 为 待定 常数 , 由 条 件 (5.5. 27 在 z=zi 处 有 

azij 十 已 一 1， 

四 十 2(aizi 十 OO0(z) 一 0， 


(4 一 0,1， 2)》 (5.5.2) 

















解 之 得 
/，、 ， v 刀 _ 1 
ai 20 (zh) 22， 二 
1 
， 2 1 
久 一 1 十 2 一 1 十 2 机 一 页 ， 
好 
于 是 
,1 二 
wz = [1 -2Gz 世 二 
大 下 
(Cj = 0,1，…y)， (5.5. 4》 


类 似 地 ,由 PCzm) 一 0,8(z) 一 0 (Ci 天 六 , 令 
Bi(z) 一 (cz 十 中)LACz) 了 ， 
其 中 cj,d 为 待定 常数 . 由 条 件 (5. 5. 2) ,在 xz 一 zi 处 有 
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ci 十 中 一 0， 
ci 十 2(cmi 十 CDO00zi) 一 1， 
解 之 得 cj=1,di 一 一 zi 于 是 
BCz) = (一 zhD)0Cz) (一 0,1, 2)， (5.5.5) 
将 w(z),pi(z) 代 入 (5. 5. 3) 式 得 
瑟 ori(Cz) 一 > | 2(z 0)Z2 亏 工 云 ]#oy 


J=0 
At 





十 久 (z 一 也 ) 有 Cz)zo (5.5.6) 
在 给 出 了 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 (5. 5. 6) 后 ,下 面 讨论 它 的 惟一 
性 , 为 此 ,假设 另 有 一 次 数 不 高 于 2n 十 1 的 多 项 式 P,,+i(Cz) 满 足 条 
件 (5. 5. 1), 则 
8Z) 一 p+tCZ) 一 已 piCZ) 
是 次 数 不 高 于 2n 十 1 的 多 项 式 , 且 以 节点 mi G 一 0,1，…m) 为 二 
重 零 点 , 即 wz) 至 少 有 2n 十 2 个 零点 .从 而 必 有 Zrz) 反 0, 即 
万 wii(Cz) 王 Psi(z)， 
仿 拉 格 朗 日 播 值 余 项 的 讨论 方法 ,可 得 出 埃 尔 米 特 插值 多 项 
式 的 揪 值 余 项 ， 
定理 1 若 fz) 在 [a, 所 上 存在 2 十 2 阶 导数 , 则 其 插值 余 项 


(2n 十 2) 
Rosa = An 一 Bon = 库 寺 称 when)， 








ss6a7) 
式 中 6E (ae,b) 且 与 x 有 关 . 
埃 尔 米 特 择 值 的 几何 意义 是 ,曲线 > 一 五 w+i(z) 与 曲线 y 一 
z) 在 插值 节点 处 有 公共 切线 . 


作为 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 (5. 5. 6) 的 重要 特例 是 ”= 1 的 情 
形 , 这 时 次 数 不 高 于 3 的 埃 尔 米 特 捅 值 多 项 式 妃 :(z) 满 足 条 件 
ZTCzo) 一 yo， Ps(Cri) 一 yn5 
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厂 (Czo) 厂 CzD) 2 
由 (5. 5. 4) 式 与 (5.5.5) 式 可 得 


区 及 | 2 三 三 鱼 || 三 三 生 ] ， 


Zoo 一 ZI To 一 1 














了 SS 四 学 
az 一 1 一 2 过 怀 |[ 科 ] ， 


TI 一 To ZI 一 To 





po(z) 一 (z 一 | 工 一 由 


2 一 2 





人 2 
PCz) 一 (Zz 一 [三 = 衬 ] ， 
于 是 
1 汪 
本 sz) 一 >)ai(z) 十 之 )B(Z)mg 
0 jm0 


党 





= yi- 2 硅 二 衬 ]4(z) rs 人 1 


二 交 | 0Cz) 
1 0 一 To 


1 


十 mao(z 一 zol(z) 十 mai(z 一 二 0Cz). (5. 5.8) 
二 、 特 殊 情 形 的 埃 尔 米 特 插值 问题 


在 带 导数 的 插值 问题 中 ,有 时 插值 条 件 中 的 函数 值 个 数 与 导 
数值 个 数 不 等 . 这 时 可 以 牛顿 插值 多 项 式 或 一 般 情况 的 埃 尔 米 特 
插值 多 项 式 为 基础 ,运用 待定 系数 法 求 出 满足 插值 条 件 的 多 项 式 ， 





以 下 举例 说 明 这 种 方法 的 基本 思路 ， 
设 给 定 函 数 表 如 下 ， 
Cey 3o 2 22 
六 (z) 7h0 7 


求 次 数 不 高 于 4 的 多 项 式 互 !(z), 使 之 满足 
THiGa) = GE= 0,1,2)， 
PCzi) 一 mm 一 0,1). 
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若 以 牛顿 插值 多 项 式 为 基础 ,可 设 
五 (rz) 一 yo 十 JLzoyzi]( 工 一 Zo) 
十 7jLzoyzizo]( 并 一 zoCz 一 2) 
十 (4z 十 B)(Cz 一 zo)(z 一 2)( 一 22)， 
其 中 4、B 为 待定 常数 . 显然 
有 PC) 一 一 0,1,2)， 
通过 条 件 妃 ,(z) 一 mi(G 一 0,1), 求 得 常数 4. 后 , 即 可 得 
五 !(z)， 
若 以 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 为 基础 ,可 设 
1(z) = 古 :(Cz) 十 CCz 一 zZo)z 一 TD， 
其 中 C 为 待定 常数 ,Ers(z) 为 满足 条 件 如:(z) 一 y，H3(Cz) 一 mm 
(= 一 0,1) 的 次 数 不 高 于 3 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 , 其 具体 表达 式 
见 (5. 5. 8) 式 . 显然 
ECz) 一 yw，PFCz) 一 mi =0,1)， 
通过 条 件 刀 4(z?)=y 求 得 C 后 , 即 可 得 ECz) 
对 于 函数 值 个 数 与 导数 值 个 数 不 等 的 带 导数 插值 问题 , 可 以 
类 似 于 一 般 的 埃 尔 米 特 插值 问题 得 到 其 插值 多 项 式 的 惟一 性 及 皇 
值 余 项 的 表达 式 . 


“3$6 三 次 样 条 揪 值 


在 工程 技术 问题 中 ,如 飞机 机 翼 设 计 和 船体 放样 , 常 要 求 插值 
曲线 不 仅 连续 而 且 处 处 光滑 . 而 在 整个 插值 区 间 上 作 高 次 插值 多 
项 式 , 虽 然 可 以 保证 曲线 光滑 ,但 却 存在 计算 量 大 ,误差 积累 严重 、 
计算 稳定 性 差 等 缺点 . 分 段 线性 插值 与 分 段 二 次 插值 可 以 避免 上 
述 缺 点 ,但 在 各 段 连接 点 处 只 能 保证 曲线 连续 而 不 能 保证 光滑 性 
要 求 , 埃 尔 米 特 插值 虽 能 保持 各 节点 处 都 是 光滑 衔接 的 ,但 它 要 以 
已 知 节点 导数 值 为 条 件 , 这 在 实际 中 一 般 是 很 难 满足 的 . 为 了 克服 
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尖 角 问题 ,需要 采用 一 种 新 的 方法 一 一 样 条 插值 法 

样 条 这 一 名 词 来 源 于 工程 中 的 样 条 曲线 . 在 工程 中 绘图 员 为 
了 将 一 些 指定 点 ( 称 为 样 点 ) 联 结 成 一 条 光滑 曲线 ,往往 用 富有 弹 
性 的 细 长 木 条 ( 样 条 ) 把 相 邻 的 几 点 连接 起 来 ,再 逐步 延伸 连接 起 
全 部 节点 ,使 之 形成 一 条 光滑 曲线 , 称 为 样 条 曲线 , 它 实 际 上 是 由 
分 段 三 次 多 项 式 曲线 连接 而 成 ,在 连接 点 即 样 点 上 有 直到 二 阶 连 
续 导 数 , 即 它 在 连接 点 处 具有 连续 曲率 . 从 数学 上 加 以 概括 就 得 到 
所 谓 样 条 插值 问题 . 下 面 首 先 介 绍 样 条 函数 的 定义 . 


一 、 三 次 样 条 插值 函数 的 定义 


定义 1 在 区 间 [a, 纪 上 取 ”十 1 个 节点 
4a=z<T 二 zt 所 < <Tn 一 0 
震 函 数 S(z) 满 足 条 件 : 
(1) S(Cz) 在 整个 区 间 [a, 刀 上 具有 二 阶 连 续 导 数 ， 
(2) 在 每 个 小 区 间 [z -yz] (一 1,2,…,) 上 是 z 的 三 次 多 
项 式 ; 
(3) 在 节点 nx 处 给 定 函 数值 = 一 FCz) 且 
SCzi) 一 Wi 一 012…m， (5.6.1) 
则 称 SCz) 为 FCz) 的 三 次 样 条 插值 函数 . 
要 确定 SCz) ,在 每 个 小 区 间 上 要 确定 4 个 待定 系数 ,一 共有 
% 个 小 区 间 , 故 应 确定 4n 个 系数 .由 于 SCz) 在 [a,o] 上 具有 二 阶 
导数 ,在 内 节点 zz:，…zn-1i 处 应 满足 3 一 3 个 连续 性 条 件 
必 一 0) =SGz 十 0)， 














Si 一 0) 一 Sr 十 0)，G 一 1,2 光一 1) 
SCzi 一 0) 一 SCzi 十 0)。 
再 加 上 S(z) 满 足 的 插值 条 件 (5. 6. 1) ,共有 4n 一 2 个 条 件 , 因 此 还 
需要 2 个 条 件 才能 确定 SCz). 通常 可 在 区 间 [a, 纪 端点 上 补充 两 
个 边界 条 件 . 常见 的 边界 条 件 如 下 ; 
(1) 给 定 两 端点 处 的 一 阶 导数 值 , 记 为 
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S' (xzo) 一 mio， 83 (zn) 一 Ma (5. 6,.2) 
(2) 给 定 两 端点 处 的 二 阶 导数 值 , 记 为 
2 (05..6.37) 
对 于 
S"(zo) 一 9"(zn) 一 0 (5.6.4) 
的 边界 条 件 特别 称 之 为 自然 边界 条 件 . 


二 、 三 次 样 条 插值 函数 的 构造 


构造 三 次 样 条 插值 函数 ,就 是 要 写 出 它 在 子 区 间 [z -zi] 
4 一 1,2,…,0) 上 的 表达 式 , 记 为 SCz) (一 1,2，…，2)， 

(1) 用 节点 处 一 阶 导数 表示 的 三 次 样 条 插值 函数 

记 节 点 处 的 一 阶 导 数值 为 SCz) 一 mi (一 0,1,，…m)，, 若 已 
知 m 后, 则 SCz) 在 Lz ivz] G=1,2,…,2) 上 就 是 满足 条 件 

六 二 有 2 
SCzi-i) 一 Mi -ii SCzi) 一 1 人 一 1 22) 

的 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 . 所 以 构造 以 节点 处 一 阶 导数 表示 的 
三 次 样 条 函数 可 分 为 以 下 三 步 

第 一 步 ”根据 S(z),S'(z) 在 内 节点 的 连续 性 及 插值 条 件 , 运 
用 [zi-~iyz] 上 的 二 点 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 , 写 出 SCz) 用 
mi 《Ci 一 0,1,…，) 表 示 的 形式 ; 

第 二 步 ” 利 用 S"z) 在 内 节点 zi=1,2,…z 一 1) 的 连续 性 
及 边界 条 件 ,导出 含 mm 《一 0,1，…m) 的 2 十 1 阶 线性 方程 组 ; 

第 三 步 ”求解 含 mw (=0,1,…，z) 的 线性 方程 组 ,将 得 到 的 
mi 代入 [ri-tz] 上 的 二 点 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 , 即 得 到 以 节 
点 处 一 阶 导数 表示 的 三 次 样 条 插值 函数 ， 

下 面 建 立 具体 公式 . 由 (5, 5. 8) 式 可 知 ， 


Si =[1+ 2 三 2]| 证 二 |] wy， 


一 Ti Zi-l 一 卫 
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+ 二 2 科 二 光宇 二 |- 


~-1 一 Ti 一 Ti 一 ! 
2 
十 c 一 za 工 友 -| 772j 1 
一 
二 2 
+ 一 x[ 三 三 2 | xi。 (5. 6.5) 
21 一 Zi-1 


记 态 一 六 一 zi (5.6.5) 式 可 写 为 
SCz) = 多 二 石 )2[ 访 十 2(Cz 一 2-D]， 








丰 
一 了 iD)2[A 全 
捍 (位 一刀 -1DL “二 2(z 区 
二 一 区 
十 (并 了 全 六 
二 0 
十 《 工 2 ( 工 0 ， (5.6.6) 


式 中 zE [ruzi] (一 1,2，…)， 
为 了 确定 mi 需要 用 到 S$(z) 的 二 阶 导数 在 内 节点 连续 的 条 
件 ,由 (5. 6.6) 式 可 得 SCz) 在 [zi -zi] 上 的 二 阶 导数 
Sa) = 钙 二 2 寺 一 全 


十 人 一 %-D) (ze [rzi])， 


人 沁 
凶 下 





二 6 


《5. 6.7) 
同 理 可 得 SCz) 在 [z， ,zi+i] 上 的 二 阶 导数 


839 Cr) 一 6 0 4ZiH1on ，6z 一 4z; 一 22 


2 7 2 i++1 
和 -+ Ai 





6- 士 当 二 一 22(y， 一 %m) (zeE [zyzru)， 


二 1 


十 


(5.6.8) 
从 而 


2 


S"(zri 一 0) 一 万 mm 水 六 me 








3"(Czi 十 0) 一 旋 m， 情 ms 于 8 (yi+l 一 水 ). 


由 3S"z) 在 zx 处 连续 的 条 件 S"(z; 一 0)=S "zi 十 0) 可 得 


1 1 ， 1 1 
大 Zi 二 2 7 7 十 FE 








| 2 一 昂 和 一 =-l! 
和 | 


上 式 两 端 同 除 以 二 十 凡 - ,得 
1 计 1 


岂 +1 必 
再 十 有 2 2m, 十 页 十 丙 0t1 


=3[ 必 。J+l 二 光 十 + .一 2]. 














大 十 包 +1 岂 +1 记 十 + 记 
(5. 6.9) 
引入 记号 
二 Al 
村 0， 
入 一 [3 一 
有 G 一 1 2 一 1) 
itl 二 以 上 一 JW-=-)l 
人 
(5.6. 10) 


则 (5. 6. 9) 式 可 写成 
Na _l 十 270i 十 Mi 一 斤 (一 1 2 一 1). 
机 出 
(5. 6.11) 式 是 含有 ?十 1 个 未 知 数 mi (一 0,1,… 和 2) 的 2 一 1 阶 线 


性 方程 组 , 要 完全 确定 十 1 个 未 知 数 的 值 ,还 需 用 到 两 个 边界 条 
件 . 


1) 对 第 一 种 边界 条 件 


SCzo) 一 to， 3S (xzn) 一 7 


计 


在 方程 组 (5. 6. 11) 中 将 已 知 边界 条 件 代 入 , 则 其 可 改写 为 只 含 
2 一 1 个 未 知 数 的 线性 方程 组 


2 Mn 7 万 一 hao 
必 2 AM， 1723 
Na 2 Ms 太 -， 
X- 2 Un mL 一 Wi 
(5. 6.12) 


2) 对 第 二 种 边界 条 件 
SCzro) = Mo， SCz) = NM 


根据 (5. 6. 8) 式 得 


S7Cz) 上 一 2ax Se 4 ，6z 一 4zo 一 2zl 





局 NE 情 人 
十 ie 二 一 2 -0) (ze [az])， 
1 
由 SCzo) 一 Ms 得 


及 
2xmi 十 mal 一 基 c 一 Wo 
同 理 , 由 S"(z,)=M, 得 


儿 
Wi 十 2 一 是 Co 一 -十 2 


将 上 述 边 界 点 的 方程 与 内 节点 的 方程 组 (5. 6， 11) 联 立 , 即 可 得 到 
关于 movza，…yzn 的 十 1 阶 线性 方程 组 


| mo H 

AN 2 AM 7 万 

如 2 Ms ma | | 大 
Xi 2 Mi||m 刀 - 

2 71ln 万 


(5. 6.137) 
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二 加 必 
=3 守 2 do， 


相 (5.6.14) 
太一 3 全 十 全 Ms 
方程 组 (5. 6. 12)、(5. 6. 13) 均 为 三 对 角 方 程 组 ,其 系数 矩阵 为 
严格 对 角 占 优 阵 ( 系 数 矩 阵 的 对 角 元 素 按 模 严 格 大 于 同一 行 非 对 
角 元 素 的 模 之 和 ). 对 于 这 种 三 对 角 方 程 组 可 证 明 其 行列 式 不 等 于 
零 , 因 此 方程 组 有 惟一 确定 的 解 ,其 求解 方法 通常 采用 第 二 章 的 追 
赶 法 . 








例 1 给 出 函数 表 : 
吉 i 0 2 3 
Anm) 0 这 4 6 
jzi) 1 0 





试 求 fxz) 在 区 间 [0,3] 上 的 三 次 样 条 插值 函数 ， 
解 令 mo=(0)=1,ms 一 六 (3) 一 0. 在 (5.6. 10) 式 中 取 
;一 1 (一 1,2,3), 有 


h 一 Mi = 必 一 1,2)， 


二 

2 
3[ 工 二 

太一 3 二 (11) 一 70)) 十 2(7(C2) 一 了 GD)) 一 6， 


迷 1 9 
户 =3 引 [CA - FKD) 十 二 CfG3) 一 720))]= 3 
由 (5. 6. 12) 得 


ee 
co| 一 


六 | 一 
eo 


7 5 
解 之 得 7 一 3 二 3， 


从 而 由 Si(Cz) 的 表达 式 (5, 6. 6) ,三 次 样 条 插值 函数 为 
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SCz) 王 3L1 十 2(1 一 z)]zz 二 zz 一 1): 
+eatz 一 1D) (zeE[01])， 
Saz(z) 一 3(2z 一 1)(z 一 2)2 十 4(5 一 2z)(z 一 1)2 








本 下 汉 we 2 
3 二 





十 号 Cz -2 (re[l,2])， 
Si(z) 一 4(2z 一 3)(z 一 3)2 十 6(7 一 2z)(z 一 2)2 
语 二 cz 一 3)Cz 一 2)2 (ze[2,3]). 
(2) 用 节点 处 二 阶 导 数 表 示 的 三 次 样 条 插值 函数 
记 节 点 处 的 二 阶 导 数值 为 
Si) = MG 一 0 1) 
由 于 S"(z) 在 [zi-yz] (一 1,2,…2) 上 是 二 的 线性 函数 ,因此 构 
造 以 节点 处 二 阶 导 数 表示 的 三 次 样 条 插值 函数 可 分 为 以 下 三 步 ， 
第 一 步 ”根据 S"(Cz) 在 内 节点 的 连续 性 及 为 线性 函数 的 特 
点 ,将 S"(z) 表 示 为 线性 函数 . 再 根据 SCz) 在 内 节点 的 连续 性 及 
插值 条 件 , 写 出 SCz) 用 M，(i 一 0,1,， ,表示 的 形式 ， 
第 二 步 ” 利 用 SCz) 在 内 节点 G=1, 2 一 1) 的 连续 性 
及 边界 条 件 ,导出 含 M 4G 一 0,1,，…) 的 ”十 1 阶 线性 方程 组 
第 三 步 ”求解 含 Mi (=0,1,…,z) 的 线性 方程 组 ,将 得 到 的 
Mi 代入 [=z-izi] 上 SCz) 的 表达 式 , 即 得 到 以 节点 处 二 阶 导数 表 
示 的 三 次 样 条 插值 函数 . 
下 面 建立 具体 公式 .由 定义 可 知 ，SCz) 在 子 区 间 [zi-vzi] 
G=1,2,…,2) 上 是 三 次 多 项 式 ,因此 SCz) 在 [zi-iyz] 上 是 z 的 
线性 函数 . 假定 8S"Czi- 一 MiyS"zD) 一 M， 则 由 线性 插值 有 


SCz) 一 人 AM 1 于 于 ME [moz])， 


对 上 式 各 分 两 次 , 且 用 贺信 条 件 
SCT-iD) 一 yt SCz) 一 水 
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确定 其 中 的 两 个 积分 常数 , 即 可 得 出 用 M, 表示 的 三 次 样 条 插值 
函数 


(到 一 区 六 1 
于 
1 | Ad， ]2 一 2 

和 | 生生 村 | 全 
《3 815 





Ab 





T 1y-: 


式 中 zxE[Lz-zi], 几 一 zi 一 -GE=1， 2 om). 

由 (5. 6. 15) 式 可 求 得 8! (z) 在 [zi-~,z] 上 的 表达 式 , 且 类 似 
可 得 Si(z) 在 Lzmyzr 上 的 表达 式 , 利用 SCz) 在 内 节点 
G=1,2,…, 一 1) 处 连续 的 条 件 , 即 

SiGzi 一 0) 一 SiCr 十 0)， 





则 可 得 线性 方程 组 
MAM- 十 2M 二 NM 一 G= 一 1)2 和 一 1). 

(5.6.16) 

式 中 

玫 
人 
sl 二 
太一 ] 号 宙 卡 友 本 1 各 一 1 2 一 1) 
六 二 人 tl 二 以 归 二 水 -1 
二 ， ” 

(5. 6.17) 


(5.6.17) 式 是 含有 十 1 个 未 知 数 Mo,AMi，…M, 的 2 一 1 阶 线性 
方程 组 要 确定 "十 1 个 未 知 数 的 值 , 还 须 用 到 两 个 边界 条 件 . 
1) 对 第 一 种 边界 条 件 
SC(zo) 一 10， SCz) 一 7 
由 SCzo) 一 mo 与 S' (z) 一 ms 可 得 


2Mo 十 ML 一 疙 | 寺 这 一 mo， 
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6 nn 一 yo 一 
AM ,十 2AM, 一 和 一 半 2|. 


将 上 述 边界 点 的 方程 与 内 节点 的 方程 (5. 6. 16) 联 立 , 即 可 得 关于 
Mao, ,AM 的 线性 方程 组 


2 Wo Po 
AM 2 Ah 六 
M 2 Xi M- 办 二 1 
下 “ 疙 1M， 访 
(5. 6.18) 
式 中 
六 一 直 [ 汪 元 星 一 | ， 
要 鸭 (5. 6.19) 
关 过 中 [mw _ 2- ] 


2) 对 第 二 种 边界 条 件 
S"(zro) = Mo， Srz) = NM 
在 方程 组 (5. 6. 16) 中 将 已 知 边界 条 件 代 入 , 则 方程 组 (5. 6. 16)7 可 
改写 为 只 含 * 一 1 个 未 知 数 Mi ,Ms，…AM-: 的 2 一 1 阶 线性 方程 
组 


2 入 AM 亡 一 Mi 
M， 2 2 Ah 万 
MXM_ : ] 刀 -:| |M，: 0 
Me 2 CR 1 一 如 -Mn。 
(5.6.20) 


方程 组 (5. 6. 18),(5. 6. 20) 均 为 三 对 角 方 程 组 ,可 用 追赶 法 求 其 惟 
一 解 . 


对 于 三 次 样 条 插值 函数 来 说 , 当 揪 值 节 点 逐渐 加 密 时 ,可 以 证 
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明 : 不 但 样 条 播 值 函 数 收敛 于 函数 本 身 , 而 且 其 导数 也 收敛 于 函 
数 的 导数 . 正 因 如 此 ,三 次 样 条 插值 函数 在 实际 中 得 到 了 广泛 的 应 
用 . 


本 章 小 结 


揪 值 法 是 函数 遂 近 的 一 种 重要 方法 , 它 是 数值 微 积分 、 微 分 方 
程 数 值 解 等 数值 计算 的 基础 与 工具 . 由 于 多 项 式 具有 形式 简单 , 计 
算 方 便 等 许多 优点 , 故 本 章 主要 介绍 多 项 式 揪 值 , 它 是 插值 法 中 最 
常用 和 最 基本 的 方法 ， 

拉 格 朗 日 揪 值 多 项 式 的 优点 是 表达 式 简 单 明确 ,形式 对 称 , 便 
于 记忆 . 它 的 缺点 是 如 果 要 想 增 加 插值 节点 ,公式 必须 整个 改变 ， 
这 就 增加 了 计算 工作 量 , 而 牛顿 插值 多 项 式 对 此 作 了 改进 , 当 增加 
一 个 节点 时 只 需 在 原 牛顿 插值 多 项 式 基础 上 增加 一 项 ,此 时 原 有 
的 项 无 需 改变 ,从 而 达到 节省 计算 次 数 ,节约 存储 单元 ,应 用 较 少 
节点 达到 应 有 精度 的 目的 , 在 等 距 节 点 条 件 下 ,利用 差分 型 的 牛顿 
前 插 或 后 插 公 式 可 以 简化 计算 ， 

由 于 高 次 播 值 多 项 式 具 有 数值 不 稳定 的 缺点 (如 龙 格 现象 )， 
高 次 插值 多 项 式 的 效果 并 非 一 定 比 低 次 插值 好 ,所 以 当 区 间 较 大 、 
节点 较 多 时 ,常用 分 段 低 次 插值 ,如 分 段 线性 插值 和 分 段 二 次 插 
值 . 由 于 分 段 揪 值 是 局 部 化 的 , 即 每 个 节点 只 影响 附近 少数 几 个 间 
距 ,从 而 带 来 了 计算 上 的 方便 ,可 以 步 进 地 进行 插值 计算 . 同时 也 
带 来 了 内 在 的 高 度 稳定 性 和 较 好 的 收敛 性 ,因此 它 是 计算 机 上 常 
用 的 一 种 算法 . 分 段 插值 的 缺点 是 不 能 保证 曲线 在 连接 点 处 的 光 
滑 性 . 

为 了 保证 插值 曲线 在 节点 处 不 仅 连续 而 且 光滑 ,可 用 样 条 插 
值 方法 . 三 次 样 条 插值 法 是 最 常用 的 方法 , 它 在 整个 插值 区 间 上 可 
保证 具有 直到 二 阶 导 数 的 连续 性 . 用 它 来 求 数值 微 分 ,微分 方程 数 
值 解 等 ,都 能 起 到 良好 效果 . 





27 了 


算法 与 程序 设计 实例 


用 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 求 函数 近似 值 . 
算法 


(输入 ri (==0,1,2，2)， 令 ToCz) 一 0 


(2) 对 ;一 0,1,2,…，2, 计 算 


T(Cz)<LCz) 十 评 (z)y 
实例 
例 1 已 知 函 数 表 


0.56521 





2 0. 56160 0. 56280 0.56401 
入 0. 82741 0. 82659 0. 82577 


0.82495 


用 三 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 求 x=0. 5635 时 的 函数 近似 值 , 


程序 和 输出 结果 


#include(stdio.h》 
提 inctude(conio.hy》 
林 include(alloc.h》 


float Lagrange(float x* x，float x* yy float xx，int n) 


{ 


int i,j; 
float *a，yy 一 0.0 
a 一 (float x* 》maliocCn x sizeof(fioat)) 
for(i 一 0;i 玫 一 n 一 15i 十 十 ) 
{ 
a[i 训 一 y[i]; 
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forG=oij<=n 一 Dj 十 +) 
这 (jl! =i) a[i]x 一 (xx 一 xD])/(x[i 一 xDj])， 
yy 十 一 a[i]; 








》 
free(a); 
return yy 
void main() 
float x[4] 一 (0.56160,0.56280,0. 56401,0.56521)， 
float y[4]= (0.82741,0.82659,0. 82577,0.82495); 
float xx 一 0.5635,yyy 
float Lagrange(float x*，float *，float，int); 
yy 一 Lagrange(Cx，,y,xxy4)5 
clrscr(); 
printf("x 一 %f，y 一 %fNn"，xx，yy) 
getch(); 


输出 结果 如 下 
六 一 0. 563500， ?一 0.826116 


用 牛顿 插值 多 项 式 求 函数 近似 值 . 
算法 
(1) 输入 mvziy G 一 0,1,2，…2); 
(2) 对 &=1,2,3,，…my，i=1,2，…, 计 算 函 数 ACz) 的 各 阶 
差 商 FLzoszt yz 
(3) 计算 函数 值 
N,(z) 一 (xzo) 十 JLrzozi](z 一 To) 十 和 … 
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十 FLzaoyzi…zn(z 一 zz 一 Zr 一 To 
实例 
例 2 已 知 函 数 表 


阁 | 0.4 0. 55 0. 65 0.8 0.9 





水 | 0.41075 “0.57815 ”0.69675 0.88811 1.02652 


用 牛顿 插值 多 项 式 求 N,(0.596) 和 N,(0. 895)， 
程序 和 输出 结果 


林 include(stdio.hy》 
间 include(conio.hy》 
##inciude(alloc.hy》 
#define N 4 
void Difference(float * xy float * yy int n) 
和 
float * ff 
int k，i; 
{ 一 (float * )malloc(Cn * sizeof(float)); 
for(k 一 1?k<< 一 ngk 十 十 ) 
{ 

蕊 0 一 y[k]; 

forGi 一 0;i<kii 十 十 ) 

fi 十 1 一 (fi 襄 一 y[ 门 7/Cxfk] 一 x[i)， 


y[k] 一 fk]， 
} 


returny 
} 
main() 
{ 
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int 1 

float varx 一 0. 895 ,b; 

float xLN 十 ]] 一 {0.4,0.55,0.65,0.8,0.9}; 

float y[N 十 1] 一 {0. 41075,0,.57815,0. 69675,0,. 88811， 





1.02652}; 
Difference(x,(float x* )y,N); 
clrscrC)， 
b=yLN];， 











for(i=N 一 Ti 过 = 一 0ii )b 王 b x* (varx 一 x[ 让 ) 十 y[i]， 
printf("NInterp(%%f 一 凶 亿 ，varx，b)， 

getch(); 

} 





输出 结果 如 下 : 
N,(0. 596) 一 0.631918  N,(0.895) 一 1.019368 


思 考 题 


1, 何谓 插值 函数 .插值 多 项 式 、 插 值 余 项 ? 

2. 插值 多 项 式 系 数 coyai,…，av 满足 的 线性 方程 组 ,其 系数 
矩阵 的 行列 式 为 什么 不 为 零 ? 

3. 插值 多 项 式 的 存在 惟一 性 有 何 意 义 ? 

4. 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 是 怎样 构造 的 ”截断 误差 如 何 表示 ? 
如 何 估计 ? 

5. 何谓 拉 格 朗 日 插值 基 函 数 ? 为 什么 说 它 也 呈 插 值 多 项 式 ? 
怎样 表示 ? 

6. 分 段 插值 主要 有 哪 几 种 常用 公式 ? 它 的 优点 如 何 ? 

7. 何谓 差 商 ?怎样 构造 差 商 表 ?牛顿 插值 多 项 式 形式 如 何 ? 系 
数 怎样 确定 ? 误差 怎样 表示 ? 
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8. 差分 和 差 商 有 何 关 系 ? 在 什么 情况 下 可 以 构造 差分 型 牛顿 
插值 多 项 式 ? 

9. 在 插值 区 间 上 , 随 着 节点 的 增多 ,插值 多 项 式 是 否 越 来 越 
接近 被 插 函 数 ?在 插值 节点 及 其 附近 ,插值 多 项 式 的 导数 是 否 接近 
被 插 数 ? 

10. 何谓 样 条 插值 函 数 ? 样 条 插值 比 之 于 前 面 几 种 插值 公式 
有 何 优点 ? 怎样 构造 三 次 样 条 插值 函数 ? 


习 题 五 
1. 当 z=1, 一 1,2 时 ，FGz)=0, 一 3,4: 求 JCz) 的 二 次 插值 


多 项 式 ， 
2. 已 知 函 数 >=.Cz) 的 观察 值 如 下 ， 











了 0 1 号 
ri 0 1 2 8 
Wi 委 3 0 Rs 二 
试 求 其 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 
3, 已 知 函 数 表 ， 
区 1.1275 1.1503 1.1735 1. 1972 
3 一 yz) 0.1191 0. 13954 0.15932 0. 17903 


应 用 拉 格 朗 日 插值 公式 计算 .Fl1. 1300) 的 近似 值 (计算 取 4 位 小 
数 ). 


4. 设 mr (==0,1,2,…') 为 互 异 节点 , 试 证 明 拉 格 朗 日 插值 
基 函 数 4(z) 具 有 以 下 性 质 : 


(1) > Ar)=1; 
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(2) > zt0(z) 一 了， 一 0，1， 2 


0 


5. 设 F(z) 在 Leo] 上 具有 二 阶 连 续 导 数 , 且 fa) 一 A(O) 一 0， 
证 明 


于 


max | 7(z) 1 扫 了 尼 一 a)2 max| 太 (z) |， 
6. 已 知 函 数 表 
1. 娄 1.3 1.4 1.5 1.6 过 





y= 一 zx) 1. 244 上 406 1. 602 1.837 “2.121 2. 465 


用 二 次 插值 求 A(C1. 54) 的 近似 值 ( 计 算 取 5 位 小 数 ). 
7. 用 拉 格 朗 日 插值 和 牛顿 插值 找 经 过 点 (一 3, 一 1),(0,2)， 
(3, 一 2),(6,10) 的 三 次 插值 多 项 式 , 并 验证 插值 多 项 式 的 惟一 性 . 
8. 利用 函数 表 


县 1.615 1.634 1 702 1.828 1. 921 





3 一 A(z) 2.41450 2. 46459 2. 65271 3,. 03035 3. 34066 


造 出 差 商 表 , 并 利用 牛顿 插值 公式 计算 A(z) 在 二 1. 682,1. 813 
处 的 近似 值 ( 计 算 取 5 位 小 数 )， 

9 证明， 阶 差 商 有 下 列 性 质 ， 

(1) 若 忆 COz) 一 CFGz), 则 

下 [Lzoyrieyzn] 一 CrLzoyrziyzn] 

(2) 若 忆 Gz)=ACz) 十 5Cz)， 则 

大 [ro 1 由 ] 一 FLzo 9 yzm] 十 g[zi 1 2 

10, 证 明 ， 

FLroyriyz] 
要 了 (zi) 


名 ( 富 一 Zr 一 TD 一 TH (CCZi 一 区 


11， 已 知 数 表 
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吉 0 1 2 3 





入 1 2 17 64 





试 分 别 作出 三 次 牛顿 前 插 和 牛顿 后 插 公 式 并 分 别 计 算 z= 
0.5 及 xz=2.5 时 国 数 的 近似 值 ( 计 算 取 3 位 小 数 ). 
12. 已 知 连续 函数 P(z) 的 函数 值 如 下 表 ， 





流 之 了 0 1 2 





刀 (z) 一 2 天 法 1 2 





求 方程 PCz)=0 在 [一 1,2] 内 的 根 的 近似 值 ,要求 误差 尽量 小 . 
13. 证 明 
An"y 一 ynf 一 Ciynhi-l 十 Ceyn+ri-s 二 迪 
十 (一 DC 十 …… 十 (一 1D"y， 
式 中 





0 
C 一 村 
14, 已 知 y>=lnzx 的 函数 表 


1 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 





一 0.916291 一 0.693147 一 0.510826 一 0. 356675 一 0.223144 


分 别 用 牛顿 前 插 和 牛顿 后 插 公 式 计算 z=0. 45 和 z 一 0. 82 
时 函数 的 近似 值 ,并 估计 误 状 ， 

15. 在 [一 4,4] 上 给 出 /Cz)=ex 的 等 距 节 点 函数 表 , 若 用 二 
次 插值 求 e 的 近似 值 , 要 使 截断 误差 不 超过 10*, 问 使 用 函数 表 
其 步 长 应 取 多 少 ( 计 算 取 5 位 小 数 )? 





16. 求 满足 函数 表 

(1) 攻 1 2 (2) 党 1 2 3 
J(Cz) 2 3 xz) 1 0 多 
和 刀 (z) 一 17 
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的 插值 多 项 式 及 余 项 . 
17. 给 定 插值 条 件 











工 0 1 2 3 
7(Cz) 0 0 0 0 
端点 条 件 为 


(1) mo 一 1,m3 一 0; 
(2)》 Mo=1,AM:=0. 
分 别 求 出 满足 上 述 条 件 的 三 次 样 条 插值 画 数 的 分 段 表 达 式 
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第 六 章 ”最 小 二 乘法 与 曲线 拟 合 





在 科学 研究 与 工程 技术 中 ,常常 需要 从 一 组 测 莽 数 据 (z，y)) 
(一 1,2,…,) 出 发 ,寻找 变 基 xz 与 > 的 函数 关系 的 近似 表达 式 ， 
上 章 所 述 的 插值 法 昌 是 函数 站 近 的 一 种 重要 方法 ,但 它 还 存在 以 
下 缺陷 : 一 是 由 于 测 基数 据 往往 不 可 避免 地 带 有 测试 误差 ,而 插 
值 多 项 式 又 通过 所 有 的 点 (z,y), 这 样 就 使 插值 多 项 式 保留 了 这 
些 误差 ,从 而 影响 了 远近 精度 . 此 时 显然 插值 效果 是 不 理想 的 , 二 
是 如 果 由 实验 提供 的 数据 较 多 , 则 必然 得 到 次 数 较 高 的 插值 多 项 
式 , 这 样 近似 程度 往往 既 不 稳定 又 明显 缺乏 实用 价值 . 因此 ,怎样 
从 给 定 的 一 组 实验 数据 出 发 ,寻求 已 知 肯 数 的 一 个 扯 近 蚌 数 > 一 
%z) ,使 得 逝 近 函数 从 总 体 上 来 说 与 已 知 函 数 的 偏差 按 某 种 方法 
度 地 能 达到 最 小 而 又 不 一 定 过 全 部 的 点 (zi,y)，, 这 就 是 本 章 所 要 
介绍 的 最 小 二 乘 曲线 拟 合法 ， 


$ 1 用 最 小 二 乘法 求解 矛盾 方程 组 


一 、 最 小 二 乘 原理 
如 前 所 述 ,用 近似 曲线 ?一 wz) 拟 合 数据 (zy) (一 1,2，…， 
7)，, 自 然 希 望 要 “ 拟 合 得 最 好 ”, 其 标准 是 什么 呢 ? 显然 ,希望 择 选 
gz)， 使 得 它 在 zi; 处 的 函数 值 "zi) Ci=1,2,…，2) 与 测 基数 据 
y 4 一 1,2,，) 相 差 都 很 小 , 即 要 使 偏差 (也 称 残 差 ) 
Var) 一 一 1, 2 
都 很 小 . 那么 如 何 达到 这 一 要 求 呢 ? 一 种 方法 是 使 偏差 之 和 


六 [wz -y] 
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很 小 来 保证 每 个 偏差 都 很 小 . 但 由 于 偏 益 有 正 有 负 , 在 求 和 时 可 能 
互相 抵消 , 为 了 避免 上 述 情况 发 生 , 还 可 使 偏差 的 绝对 值 之 和 
忆 I%a) 一 | 
为 最 小 , 但 这 个 式 子 中 有 绝对 值 符号 ,不 便于 分 析 讨论 . 由 于 任何 
实数 的 平方 都 是 正 数 或 零 , 因 而 我 们 可 选择 使 “偏差 平方 和 
ZLYz) 却 沁 下 
最 小 ”的 原则 来 保证 每 个 偏差 的 绝对 值 都 很 小 ,从 而 得 到 最 佳 拟 合 
曲线 >=Yz). 这 种 “偏差 平方 和 最 小 "的 原则 称 为 最 小 二 乘 原则 ， 
而 按 最 小 二 乘 原则 拟 合 曲线 的 方法 称 为 最 小 二 乘法 或 称 最 小 二 乘 
曲线 拟 合法 (二 乘 的 意思 就 是 方 ),， 
那么 ,用 什么 样 的 函数 去 拟 合 数据 (zy) (一 1,2，…*zz) 呢 ? 
- 般 而 言 , 所 求 得 的 拟 合 函 数 可 以 是 不 同 的 函数 类 , 拟 合 曲线 
8Z) 都 是 由 m 个 线性 无 关 函 数 PCz) ,Hz)，…9o(z) 的 线性 组 
合 而 成 , 即 
OZ) = 一 QiVpiGT) 十 azgz(CZ) 十 … 十 anpn(Cz) (<< 交 一 1)， 
其 中 ayaz,…，an 为 待定 常数 ， 
线性 无 关 函 数组 PCz),ygz(z)，…go(z) 称 为 基 函 数 , 常用 的 
基 函 数 有 
多 项 式 ,， 1，z，z2，…，xz"5 
三 角 函 数 : sinz，sin2z，…，sinmazy 
指数 函数 ， 证 和 sy ejar。 
其 中 最 简单 的 是 多 项 式 , 至 于 函数 类 ,一般 可 取 比 较 低 的 多 项 式 或 
其 他 较 简 单 的 函数 集合 . 


二 、 用 最 小 二 乘法 求解 矛盾 方程 组 


由 线性 代数 理论 知 , 求 解 线性 方程 组 时 , 当 方 程式 的 个 数 多 于 
未 知 数 的 个 数 时 ,方程 组 往往 无 解 ,此 类 方程 组 称 为 矛盾 方程 组 
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(或 称 超 定 方程 组 ). 而 最 小 二 乘法 就 是 用 来 解 矛盾 方程 组 的 一 
常用 方法 . 

















设 有 了 矛盾 方程 组 
anZl 十 alzzz 十 … 十 az 一 急 ， 
4a21Z1 十 az2Xz 十 … 十 aznzm 一 加， 
21X1 22 2 (6.1.1) 
QnlZl 十 an2Ts 十 … 十 CanZm 一 思 y 
即 
翌 。 一 访 人 二 120 < 


由 于 (6. 1. 1 起 为 矛盾 方程 组 ， 故 找 不 到 能 同时 满足 这 ”个 方程 的 
解 ,因此 我 们 转 而 寻求 在 某 种 意义 下 的 近似 解 . 这 种 近似 解 当然 不 
是 指 对 精确 解 的 近似 (因为 精确 解 并 不 存在 ) ,而 是 指 寻 求 各 未 知 
数 的 一 组 值 , 使 方程 组 (6. 1. 1) 中 各 式 能 近似 相等 . 这 就 是 用 最 小 
二 乘法 解 矛盾 方程 组 的 基本 思想 . 把 近似 解 代入 方程 组 (6.1. 1) 
后 ,只 能 使 各 方程 式 两 端 近似 相等 ,我 们 将 各 方程 两 端 之 差 


8 om 直 一 1 2，) 
称 为 偏差 . 按 最 小 二 乘 原则 ， 常 采用 使 偏差 的 平方 和 
入 = 隐 瑟 王 六 [>on 一 5] 六 和 二 学 
1 Je1 
达到 最 小 值 来 作为 衡量 一 个 近似 解 的 近似 程度 的 标志 . 如 果 局 
G=1,2,…m) 的 取 值 ,使 偏差 平方 和 (6. 1. 2) 式 达到 最 小 , 则 称 
这 组 值 是 矛盾 方程 组 (6.1. 1) 的 最 优 近似 解 . 
偏差 平方 和 Q 可 看 成 是 mm 个 自 变量 z, 的 二 次 函数 ,因此 , 求 
解 矛 盾 方程 组 (6. 1. 1) 的 问题 归结 为 求 二 次 函数 Q 的 最 小 值 问 
题 .应 该 指出 ,因为 二 次 函数 @Q 是 zzrz， ,zw 的 连续 函数 , 且 
Q- yo- 定 [ 羡 sm- 人 > 
7 一 1 1 一 1 J=1 
故 一 定 存在 一 组 数 zz，…,zw, 使 Q 达到 最 小 值 . 由 高 等 数学 可 
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知 , 二 次 函数 Q 取 极 值 的 必要 条 件 为 


如 一 0 (一 1,2, mm)， 
mr 


而 


8 
1 

让 MJ- 
5 

下 

i 
六 
了 
| 
S 

党 吕 


QQNAZ) 一 ou] 


aa 贡 一 2 op。 
《1 


1 

忆 
王 -一 
Ms 


由 
局 
] 
91: 


1 
1 


从 而 极 值 条 件 变 为 
呈 | ojm= ol 人 = 12 和 op (6.1.3) 


具有 闫 个 未 知 其 m 个 方程 式 的 线性 方程 组 (6. 1. 3) 称 为 对 应 
于 矛盾 方程 组 (6. 1. 1) 的 法 方程 组 (也 叫 正规 方程 组 ). 由 上 述 推导 
可 以 看 出 ,法 方程 组 (6. 1. 3) 的 解 是 矛盾 方程 组 (6. 1. 1) 的 最 优 近 
似 解 ， 
记 
QI 4a2 ”Qim 
4 一 人 人 3 
CN Qnr2 ”” Qnm 
居 一 (ziy7ayeyTzo)T， 四 一 ( 力 罗 yo)T， 
则 方程 组 (6. 1. 1) 可 表示 为 
4X 一 六. 〈6.1. 4) 
若 用 cu 表示 法 方程 组 第 & 个 方程 中 z 的 系数 ,用 w 表示 法 
方程 组 第 & 个 方程 的 右 端 项 , 则 法 方程 组 (6. 1. 3) 可 记 为 


cu 一 夫 (一 1,2…72)， 
| 
其 中 
189 


cu 一 > asuai (一 1,2…7M)， 
呈 (6.1.5) 


记 
Ci Cl2 Clm 
C21 C22 “Cim 下 
CC 二 | ， |， 一 (divdavdo) 7 
EC 


则 由 (6.1. 5) 式 可 知 ， 
C=4I4，d = 4710. 
于 是 法 方程 组 (6. 1. 3) 可 用 和 扼 阵 表示 为 
CXK = 
或 
4T4X 一 4I6. (6.1.6) 

显然 , C=454 为 对 称 和 矩阵 , 故 cu 一 ci 

用 最 小 二 乘 法 解 矛 盾 方程 组 4X = 上 的 步骤 可 归纳 如 下 : 

(1) 计算 474 和 4I0, 得 法 方程 组 474X 一 4703 

(2) 求解 法 方程 组 ,得 出 矛盾 方程 组 的 最 优 近似 解 . 


8$ 2 用 多 项 式 作 最 小 二 乘 曲线 拟 合 


若 取 基 函数 为 
po(z) = 1，m(z) 一 2 pz) 一 如 
则 它们 的 线性 组 合 
P(z) 一 ao 十 az 十 azz2z 十 … 十 anz (<<1 一 1) 
《全 
是 关于 的 关 次 多 项 式 . 依 最 小 二 乘 原理 , 即 是 要 通过 给 定 的 数 
据 (z，y) (一 1,2,…，)， 确 定 系 数 o，, 使 得 在 各 个 点 上 的 偏差 平 
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方 和 达到 最 小 . 为 此 ,将 壮 对 数据 (zi,y) 代 入 (6. 2.1) 式 ,就 得 到 
一 个 具有 mm 十 1 个 未 知 数 w 的 ， 个 方程 的 矛盾 方程 组 ， 
ao 十 aizi 十 aazl 十 … 十 anzy 一 


2 mn 
ao 十 atzZz 十 azTz 十 … 十 an7zz 一 y2， 








〈6.2. 2) 
ao 十 aizs 十 asze 十 … 十 anzn 一 加。 
其 矩阵 形式 为 
4ca 一 Y， 
式 中 
2 1 Qo 切 
4 |1 天 各 | 三 | 全 | 二 二 | 攻 |， 
1 和 国 yn 
它 对 应 的 正规 方程 组 为 
4TI4a = 47Y. (6.2.3) 


这 是 关于 关 十 1 个 未 知 量 w (7 一 0,1,2,，，mm) 的 线性 方程 组 ,只 
要 它 的 系数 行列 式 不 等 于 零 ,就 可 求 得 方程 组 (6. 2. 2) 的 惟一 的 一 
组 最 优 近似 解 ,使 得 

e- 补 [2 可 
取得 极 小 ,从 而 求 得 所 给 数据 的 最 小 二 乘 拟 合 多 项 式 . 

由 于 ziyza,…，vze 互 异 , 故 矩 阵 4 的 十 1 个 列 向 基线 性 无 
关 , 从 而 4 的 秩 r(4)=z 十 1. 于 是 对 任 给 的 m 十 1 维 非 零 列 向 量 
X ,都 有 4X 天 0, 由 

XI474 居 一 (4X)TC4X) > 0 
知 4"4 为 对 称 正定 抢 阵 ,从 而 474 非 奇异 . 因此 方程 组 (6. 2. 3) 的 
解 存 在 且 惟 一 . 
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由 于 


2 
] 1 1 下 刀 
TI 7Z2 To||1 2 瑟 2 
了 2 2 2 
44 一 |Z xz2 Zal|1 mm 这 
LT ”TEL1 7 Tn 
瑟 玫 下 
人 
1 4 一 1 
， 
忆 3 信人 人 md 二 1 
R 
一 二 人 1 1 ， 
， 和 ， 
和 网 | 4 人 2m 
并 2 
Lisl 和 1 ?=1 1 





所 以 在 计算 法 方程 组 的 系数 惩 阵 时 ,只 需 计算 mu Ya 六 节 ，， 


大 节约 计算 量 . 
最 后 ,给 出 利用 多 项 式 作 最 小 二 乘 数据 拟 合 的 具体 步骤 如 下 : 
(1) 计算 法 方程 组 的 系数 矩阵 和 常数 项 的 各 元 素 ， 
zy = zh 2 
1 5 Il 1 


袜 y， 补 yn om， ， ya 
(2) 利用 改进 的 平方 根 法 或 欠 代 法 求法 方程 组 的 解 ae ,ar ， 
…,o, 则 最 小 二 乘 数据 拟 合 多 项 式 为 
PCz) 一 ago 十 alz 十 aiz2 二 十 aazr. 
例 1 通过 实验 获得 数据 如 下 
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六 半 六 和 六 zi 然后 按 上 述 顺 序 排列 即 可 .这样 可 大 
上 4=1 4 


中 1 2 和 4 6 学 8 





史 2 3 6 ?了 5 3 2 





试用 最 小 二 乘法 求 多 项 式 曲线 ,使 与 此 数据 组 相 拟 合 (计算 取 4 位 
小 数 )， 

解 〈1) 作 散 点 分 布 图 

将 数据 (zy)? 描 在 坐标 纸 上 , 如 图 6-1 所 示 ， 


》 





Gu 加 


人 党 
图 6-1 
从 图 可 以 看 出 ,点 的 分 布 近似 为 抛物 线 ， 
(2) 确定 近似 表达 式 
设 拟 合 曲线 为 二 次 多 项 式 
一 xz) 一 ae 十 az 十 as? 
(3) 建立 法 方程 组 


了 了 
/一 7， > 31， 179，>)=1171，> zi 一 8147; 
1 








yy=28， 证 yzm=121， ouiz 一 635， 
故 法 方程 组 为 


学 31 179] [ao 28 
31 179 1171|lc | = 11211. 
179 1171 8147 2 635 
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《4) 求解 法 方程 组 得 
ao 一 一 1.3185，w 一 3.4321， az 一 一 0.3864， 
故 所 求 拟 合 曲线 为 
yy 一 9z) 一 一 1.3185 十 3.43217 一 0.3864z2. 


例 2 在 一 物理 实验 中 , 测 得 电压 Y 与 电流 7 的 一 组 数据 如 
下 : 


YAV 1 2 3 4 5 6 7 8 





lmA 15.3 20.5 27.4 36.6 49.1 65.6 87.8 117.6 


试用 最 小 二 乘法 求 最 佳 数据 拟 合 函数 ， 
解 将 数据 描 在 坐标 纸 上 , 如 图 6-2 所 示 ， 





图 6-2 


从 图 看 出 ,点 的 分 布 近似 为 指数 曲线 . 故 可 取 指 数 画 数 了 =ae” 
(ab 为 常数 ) 作 为 拟 合 函数 比较 合适 , 此 时 只 要 求 出 常数 e,6，, 就 
可 找到 最 佳 拟 合 函 数 . 但 是 ,这 是 一 个 关于 a, 的 非 线性 模型 , 故 
应 首先 通过 适当 变换 ,将 其 化 为 线性 模型 ,然后 再 利用 最 小 二 乘法 
去 求解 .为 此 ,我 们 对 函数 7=ae” 两 边 取 常 用 对 数 有 
lg7 一 lga 十 6Vlge. 
令 kx=1g7, 并 记 4=iga,B 一 中 ge, 则 得 线性 模型 
4 一 4 十 BV， 
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以 下 计算 步骤 类 似 于 例 1. 
由 表 6-1 可 计算 法 方程 组 的 各 系数 和 右 端 项 . 








表 6-1 

凡 也 友 人 Viw 

1 15.3 1.1847 1 1.1847 
2 20.5 1. 3118 4 2. 6236 
3 27.4 1. 4378 9 4. 3134 
4 36.6 1. 5635 16 6. 2540 
5 49.1 1. 6911 25 8, 4555 
6 65.6 1. 8169 36 10. 9014 
7 87.8 1. 9435 49 13. 6045 
8 117.6 2.0704 64 16.5632 





8 8 
1 一 8，> 册 一 36， > 太一 204， 
1 


和 1 


8 
>)uw = 13.0197， >)Viu = 63.9003， 
1 


1 
于 是 法 方程 组 为 
| 8 3]| 4]- 商 2 
36 204JLBJ [63,.9003】 
解 得 4=1.0584,=0.1265. 进而 可 得 一 11. 4393,0 一 0. 2912. 
故 最 佳 拟 合 函 数 为 
芝 ee 11. 4393e0. 202 


本 章 小 结 


曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 是 计算 机 数据 处 理 的 重要 内 容 , 也 是 
函数 遂 近 的 另 一 重要 方法 , 它 在 工程 技术 中 有 着 广泛 的 应 用 . 本 章 
用 多 元 二 次 多 项 式 求 极 值 的 方法 导出 了 一 般 线 性 最 小 二 乘 问题 的 
法 方程 组 ,并 讨论 了 其 解 的 存在 惟一 性 , 某 些 非 线性 问题 可 以 转化 
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为 线性 问题 得 以 解决 . 对 实际 问题 而 言 , 拟 合 曲线 的 选 型 是 一 个 极 
其 重要 而 又 比较 困难 的 问题 ,必要 时 可 由 草图 观察 选取 几 种 不 同 


类 型 的 拟 合 曲线 ,再 以 其 偏差 小 者 为 优 ,经 检验 后 青 决定 最 后 的 取 
合 . 














算法 与 程序 设计 实例 


曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 ， 
算法 
已 知 数据 对 (zi,y) (7 一 1,2，…), 求 多 项 式 


已 (z) 一 ai (oa < 2)， 


1=0 


钊 (oo,al yam) 一 | oz 串 
J 亚 】 1 一 0 


为 最 小 . 注意 到 此 时 名 (z) = 地 ,多 项 式 系数 uval,…van 满足 下 
面 的 线性 方程 组 ; 


使 得 


SS SI … Sn 


ao 7。 
S) S: ” Sn+l||a 二 1 
Sn Sn … San] Lan Tm 


由 


其 中 Si 一 > 不 一 0,1,2，，2m2)， 


J=1 


T = 六 (一 0,1, 2 ， 
然后 只 要 调用 解 线性 方程 组 的 函数 程序 即 可 
实例 
由 化 学 实验 得 到 某 物质 浓度 与 时 间 的 关系 如 下 ， 
时 间 上 1 2 3 


4 5 6 7 8 
浓度 | 4.00 6.40 8.00 


8.80 9.22 9.50 9.70 





9.86 
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时 间 上 | 9 10 11 12 13 14 15 16 


浓度 > lo.oo 10. 20 10.32 10.42 10.50 10.55 10.58 10.60 





求 浓度 与 时 间 的 二 次 拟 合 曲线 . 
程序 和 输出 结果 

林 include(stdio.hy》 

林 include(alloc.hy》 

并 include《math.hy) 


void main() 


《 
int 1 
float * ay 
float x[16] 一 人 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13，14， 
15,16); 
float y[16] 一 (4. 00,6.40,8. 00,8.80,9,.22,9.50,9.70， 
9.86,10.00,10.20,10. 32,10.42,10,. 50， 
10.55,10. 58,10. 60)， 
foat * Approx(float * ，float x ，int，int); 
8a 一 Approx(Cx,y,16,2); 
clrscr()3 
for(Gi=0ii<< 一 23i 十 十 ) 
Printf("aL%d] 一 %fNn"iya[Li]); 
getch()， 
》 


妇 oat x* Approx(float *xy float xyyint m，int n) 
{ 

float xc，x ai 

int i，j，ty 


float power(int，float); 
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float * ColPivot(float * ，int); 
c 一 (float x* )maliocCCn 十 1) x Cn 十 2) * sizeof(float)); 
for(i=0;i<< 一 nii 十 十 ) 
《 
for(j=0;j 玫 =njj 十 十 ) 
{ 
x《〈《c 十 1x (n 十 2) 十 j)) 一 0.0， 
for(t 一 0it<< 一 m 一 lt 十 十 ) 
#〈c 十 ix (n 十 2) 十 )) 十 =power(i 十 ),x[t])， 
} 
#《Cc 十 ix (n 十 2) 十 n 十 1) 一 0.0; 
for(=05j 玫 =m 一 1 十 十 ) 
x《〈C 十 ix (n 十 2) 十 n 十 1) 十 =y[Dj] * power(Gi,x[ 让 ) 
} 
aa 一 ColPivot((float * )cyna 十 1)4 
Teturn a3 
} 
float * ColPivot(fioat * ay int n) 
《 
int i,j,t,ky 
float xx，x#cyps 
x 一 (float * )malloc(n x sizeof(float))? 
c 一 (float * )malloc(n x* Cn 十 1) * sizeof(float)); 
for(i=0;i< 王 n 一 15i 十 十 
for(j=0;j< 一 nj;j 十 十 ) 
#x《〈c 十 ix (n 十 1) 十 ji) 一 (*(a 十 ix (n 十 1) 十 )7)， 
for(i 王 0;i<=n 一 2 十 十 ) 
{ 
k=i 
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for(j=i 十 1;j 才 一 n 一 1;j 十 十 ) 
过 (fabs(x* (c 十 jx (Cn 十 1) 十 iD 
二 (fabs(* (c 十 kx (n 十 1) 十 D))) k 一 j; 
ift(k! 一 iD 
for(j=ij 才 =njj 十 十 ) 
p 一 * (c 十 ix (Cn 十 1) 十 j)， 
#〈c 十 ix (n 十 1) 十 iD) 一 x (c 十 kx (n 十 1) 十 j); 
#《〈c 十 k x* (n 十 1) 十) 一 p; 
} 
for(j=i 十 15j< 一 n 一 15j 十 十 ) 
{ 





p 一 (*《〈c 十 j#* Cn 十 1) 十 iD)) 
/人 xc 十 ix Cn 十 1) 十 i)) 
for(t 王 iit<=n 一 1it 十 十 ) 
x《c 十 jx Cn 十 1) 十 t) 
二 #(〈c 十 jx (n 十 1) 十 t) 
一 px*(#(c 十 ix (n 十 1) 十 t))y 
#《〈c 十 jx (n 十 1) 十 n) 一 
一 #(c 十 ix (n 十 1) 十 n) x py 


)》 
for(i=n 一 1;i 之 一 0;i 一 一 ) 
{ 
for(j=n 一 1j 盖 =i 十 13j 一 一 ) 
(#《〈c 十 ix (n 十 1) 十 n)) 一 
一 x[j]x*(x*(c 十 ix (n 十 1) 十 j)); 
x[i 让 一 * (c 十 ix (n 十 1) 十 n) 
/Cx(c 十 ix (n 十 1) 十 D)， 
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)》 
free(c); 
return xy 

》 

float power(int i， float v) 
float a 一 1,.0; 
while(i 一 一 ) ax 一 V} 


return ay 


输出 结果 如 下 ， 
a[0]=4.387500， a[1]=1.065962， 
a[2]= 一 0. 044466. 
因此 二 次 拟 合 多 项 式 为 
y(t) 一 4.3875 十 1.0659621 一 0. 044466t2， 


思 考 题 


1 何谓 最 小 二 乘 原理 ? 为 什么 要 研究 最 小 二 乘 原理 ? 用 最 小 
二 乘法 求 函数 近似 表达 式 的 一 般 步 又 如 何 ? 它 与 插值 函数 求 近似 
式 有 何 区 别 ? 


2， 最 小 二 乘 问题 的 法 方程 组 是 如 何 构造 出 来 的 ? 它 是 否 存在 
惟一 解 ? 
3. 何谓 矛盾 方程 组 ? 如 何 求解 ? 
习 题 六 


1， 求 线性 方程 组 
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2zi 十 4zz 王 1， 
3xzi 一 5zz 一 3， 
Zl1 十 2z 一 6， 
4z1l 十 2z: 一 14 
的 最 小 二 乘 解 (计算 取 4 位 小 数 ). 
2. 试用 最 小 二 乘法 分 别 求 一 次 和 二 次 多 项 式 ,使 与 下 列 数据 
相 拟 合 (计算 取 3 位 小 数 ) ,并 比较 两 条 拟 合 曲线 的 优 劣 ， 


1 1.36 1.49 1.73 1.81 1. 95 2. 16 2. 28 2. 48 





W 14.094 15.069 16.844 17.378 18.435 19.949 20.963 22.495 


3. 试用 最 小 二 乘法 求 形 如 >=a 十 bz? 的 多 项 式 , 使 与 下 列 数 
据 相 拟 合 (计算 取 3 位 小 数 )， 


19 25 31 28 44 





风 19.0 32.3 49.0 73.3 97.8 
4. 观测 一 个 物体 的 直线 运动 , 测 得 数据 为 


时 间 5/s 0 0.9 1.9 3.0 3.9 5.0 





上 距离 yy/m 0 10 30 50 80 110 


求 该 物体 的 初速 度 及 加 速度 (假定 为 常数 )( 计 算 取 3 位 小 数 )， 
5， 某 种 铝 合金 的 含 铝 量 为 z% ,其 熔 解 温度 为 yC ,由 实验 测 
得 zx 与 y 的 数据 为 














试用 最 小 二 乘法 建立 z 与 y 之 间 的 经 验 公 式 ( 计 算 取 4 位 小 数 ). 
6 设 一 发 射 源 的 发 射 强度 公式 为 7 一 Toe“, 测 得 7 与 上 的 数 
据 为 
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试用 最 小 二 乘法 确定 7 与 (计算 取 3 位 小 数 ). 
7. 求 形 如 y=ae* (a,b 为 常数 且 a 之 0) 的 经 验 公 式 ,使 它 能 
和 下 表 数 据 拟 合 ( 计 算 取 4 位 小 数 )， 


Ti 1. 00 1.25 1. 50 1.75 2.00 





久 5. 10 5.79 6. 53 7. 45 8. 46 





8. 用 最 小 二 乘法 求 一 个 形 如 
y 一 wz) 一 4 十 虽 nz 
的 经 验 公 式 , 使 其 与 数据 


2 1 2 3 4 





几 2.5 3.4 4.1 4.4 


相 拟 合 (计算 取 4 位 小 数 )， 
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第 七 章 ”数值 微 积分 


实际 问题 中 常常 需要 计算 定 积分 . 在 微 积分 中 ,我 们 部 知 , 牛 
顿 - 莱 布 尼 交 公式 是 计算 定 积分 的 一 种 有 效 工 具 , 在 理论 和 实际 计 
算 上 有 很 大 作用 . 对 定 积分 7 一 | 7z)dz, 若 7z) 在 区 间 [av 扫 上 
连续 , 且 jz) 的 原 函 数 为 RCz), 则 可 计算 定 积分 








工 一 人 reoaz = FC) 一 Fa)， 
但 在 工程 计算 和 科学 研究 中 ,经 常会 遇 到 被 积 函数 Fz) 的 下 
列 一 些 情 况 : 
(1) xz) 本 身 形 式 复杂 , 求 原 函数 更 为 困难 . 例如 
jz) 一 /az 十 pz 十 c， 
(2) jz) 的 原 函 数 不 能 用 初等 函数 形式 表示 . 例如 


插 一 辽 7 Sin 并 
兴 x 二 款 了 和 


(3) 7(z) 虽 有 初等 函数 形式 表示 的 原 函数 ,但 其 原画 数 表示 
形式 相当 复杂 . 例如 AD= 记 守 . 

(4) /KKz) 本 身 没 有 解析 表达 式 ,其 函数 关系 由 表格 或 图 形 给 
出 , 例如 为 实验 或 测量 数据 

以 上 情况 都 不 能 利用 牛顿- 莱 布 尼 效 公式 方便 地 计算 该 函数 
的 定 积分 ,满足 不 了 实际 需求 .因此 ,有 必要 研究 定 积分 的 数值 计 
算 问题 ;另外 ,对 一 些 函 数 的 求 导 回 题 ,其 求 导 、 微 分 也 相当 复杂 ， 
也 有 必要 研究 求 导 、 微 分 的 数值 计算 问题 . 本 章 主要 介绍 数值 求 积 
分 和 数值 求 微分 的 方法 , 
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$ 1 牛顿 - 柯 特 斯 (Newton-Cotes) 公 式 


一 、 数 值 求 积 的 基本 思想 
当 函 数 F(Cz) 为 已 知 时 ,我 们 讨论 如 何 计算 定 积分 
了 一 redz 


为 了 避 开 求 原 函 数 的 困难 ,我 们 通过 被 积 函 数 AFCz) 的 值 来 求 
出 定 积分 的 值 . 由 积分 中 值 定理 : 对 于 连续 函数 ACz), 在 [a, 妇 内 
存在 点 6, 有 


7 一 人 reodz = (6 一 ojFG6) (区 二, 


但 的 值 一 般 是 不 知道 的 ,因而 难以 准确 计算 Fe) 的 值 . 我 们 称 
/7(6) 为 K(z) 在 区 间 [a, 纪 上 的 平均 高 度 , 若 能 对 /8) 提 供 一 种 近 
似 算法 ,就 可 得 到 一 种 数值 积分 公式 . 如 最 简单 的 形式 





6 
1= | rodzs -oo， (7.1.1) 
7 = | reodz~ 上 一 oO)， (7.1.2) 
0 
1= | reodz= wo (7.1.3) 


以 上 三 个 公式 分 别称 为 左 矩形 . 右 矩 形 及 中 矩形 公式 ,其 几何 意义 
是 明显 的 、 
更 一 般 地 ,7(z) 在 [ab 内 2 十 1 个 节点 rm 处 的 高 度 为 Fri) 
Gi 一 0,1,…，) ,通过 加 权 平 均 的 方法 近似 地 得 出 平均 高 度 Fe)， 
这 类 公式 一 般 形式 为 
7 一 「 re s > 4jJ(zi)， 5 


fi=0 


我 们 称 z 为 求 积 节点 , 称 4, 为 求 积 系数 (或 节点 ni 的 权 )， 
记 
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R,[ 门 一 站 reoaz 二 六 hrcn)， (7.1.5) 


称 R,[ 广 为 求 积 公 式 (7. 1. 4) 的 截断 误差 ， 

这 类 求 积 方法 通常 称 为 机 械 求 积 方法 ,其 特点 是 直接 利用 某 
些 节点 上 的 函数 值 计 算 积 分 值 ,从 而 将 积分 求 值 问题 归结 为 函数 
值 的 计算 ,这 就 避 开 了 和 牛顿 - 莱 布 尼 效 公式 需要 寻求 原 函 数 的 困 
难 . 


二 、 插值 型 求 积 公式 


用 拉 格 朗 日 多 项 式 CCz) 作 为 7(z) 的 近似 函数 , 设 La,b] 上 
的 节点 为 


4 一 To<z<T 妈 … 王 一 0 


则 有 Luz) = 2)0(z)Cz)， 

其 中 lz) 一 工 二 了 
1 

则 计算 定 积 分 时 ，jFCz) 可 由 Z(z) 代 替 , 有 


6 


I= | rodz~ [epuz 


= 站 >wcererodz 
ar 一 0 
本 四 

=- Liz)dz| Fozn)， 
袜 他 (z) zj yem 

记 
四 
4 = | 5codr， NS 
则 有 公式 
了 = Treoaz hjtz)， (7.1.7) 


0 


其 中 4, 只 与 捅 值 节点 ww 有关 ,而 与 被 积 函 数 A(z) 无 关 . 公式 
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(7.1.7) 称 为 插值 型 求 积 公式 . 
由 拉 格 朗 日 插值 余 项 可 知 , 公 式 (7. 1.7) 的 截断 误差 


R,[ 门 一 rre 一 (z)]dz 
寺 让 二 [owndz， (7.1.8) 
其 中 whi(z) 一 Ice -my， 6 E (uv0)， 
三 、 牛 顿 - 柯 特 斯 公式 


在 播 值 型 求 积 公 式 中 , 若 取 等 距 节 点 ,将 区 间 [a,b] ”等 分 , 记 
节点 瑟 =a 十 太 Ci 一 0,1weoa) 和 <. 这 样 ,计算 4 的 公式 
(7. 1.6) 在 作 变 量 替换 r=a 十 上 h 后 可 简化 为 


4=| 贡 dz= 外 也 人 














8 一 a (一 1 一 人 下 
= 一 -1 dt. 


记 
CO =- 十 熙 2 (一 J)dt， (7.1.9) 
则 有 4 = (一 2 (7.1.10) 
且 7 人 redz (一 a) 补 c"yev， (7.1.11) 


其 中 C?” 是 不 依赖 于 F(z) 和 区 间 [a,b] 的 常数 , 称 公式 (7.1.11) 
为 牛顿 - 柯 特 斯 求 积 公 式 ，C?” 称 为 柯 特 斯 系数 ， 

由 式 (7.1. 9) 可 得 柯 特 斯 系数 具有 以 下 性 质 ， 

(1) CC 一 C (对 称 性 ); 

(2) cm=1( 权 性 )， 
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特别 地 , 当 =1 时 


人 1 
Co = CU 王 | 宇 二 
0 


2， 





人 全 
7 =| rodz< 于 [7(o) 十 70)]， (7.1.12) 
公式 (7.1. 12) 称 为 梯形 公式 . 
当 一 2 时 
1 1 
2 _ rn) 5 
和 加 取 2 1)dt 6， 


2 


到 二 
C = 加 2)dt 6， 


心 








7 一 | reoar< 千 2[ Aco) + 4 去 外 + Go) ， 


《7 1 397 
公式 (7.1.13) 称 为 辛普森 (Simpson 或 抛物 公式 ， 
当 ”=4 时 ,类 似 地 


4 ws 
7 一 | zydz 他 和 和 亿 [Ce 十 327(m) 十 12FCzrs) 


十 32j(zs) 十 7?7JF(Cri)]， 


本 一 0014)， 


公式 (7. 1. 14) 称 为 柯 特 斯 公式 . 
为 了 便于 应 用 ,将 部 分 柯 特 斯 系数 列表 如 下 : 





Zi 一 4 十 1 





， CC 
人 
2 2 
1 4 1 
6 6 6 
工 33.1 
3 83838388 
7 32 12 32 了 7 


3 
加 
3 
己 
3 
局 
3| 
3 
己 
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( 续 表 ) 








]9 了 75 50 50 75 .19 


288 288 288 288 288 288 
41 216 27 272 27 216 41 


an 





6 846 840 840 840 840 840 840 
7 751 3577 1323 2989 2989 1323 .3577 _751 
17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 
8 989 5888 一 928 10496 一 4540 10496 一 928 5888 _989 





28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 


从 表 可 看 出 , 当 ， 较 大 时 , 柯 特 斯 系数 较 复 杂 , 且 出 现 负 项 , 计 
算 过 程 的 稳定 性 没有 保证 ,一 般 较 少 使 用 . 梯形 公式 .辛普森 公式 
和 柯 特 斯 公式 是 最 基本 、 最 常用 的 求 积 公 式 ,其 截断 误差 可 由 下 述 
定理 给 出 . 
定理 1 若 Pr(z) 在 [a, 刀 上 连续 , 则 梯形 公式 (7.1.12) 的 截 
断 误 差 
RI 门 = 一 亿 寺 入 Pr6，6e [a 扫 (7.1.15) 
若 A"(z) 在 [ae, 引 上 连续 , 则 辛普森 公式 (7.1. 13) 的 截断 误 


差 
Re[ 门 = 一 也 霜 信 (6) 
- 志 纯 引 0G6，SE [ao (7.1.16) 
若 Fe(z) 在 [ae,o] 上 连续 , 则 柯 特 斯 公式 (7.1. 14) 的 截断 误 
差 


二 地 一 a) (6) 
及 i[ 门 = 全 二 入 (6) 


-一 总 (和 二 *] ree 和 eE [a, 菩 . (7.1.17) 
495\， 4 “人 


例 1 分 别 利 用 梯形 公式 .辛普森 公式 和 柯 特 斯 公式 计算 
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[一 | ~ 二 dz, 并 与 靖 确 值 进行 比较 
解 〈1) 用 梯形 公式 
1 = 5CV55 十 1) 一 0.4267767. 
(2) 用 辛普森 公式 
[~ ov55 十 4WV0.75 十 1) >: 0.43093403. 
(3) 用 柯 特 斯 公式 
和 0V05+32V065 十 12V075 


十 32V0.875 十 7) 
0.43096407， 
精确 值 


1 1 
1=| Vzdz= 卫 v 本 | 二 0.43096441， 
0.5 0.5 


由 此 知 三 种 计算 方法 计算 的 结果 分 别 具 有 2 位 .3 位 .6 位 有 效 数 
字 ， 





8$2 龙 贝 格 (Romberg) 求 积 公 式 


一 、 复 化 求 积 公式 

为 了 提高 数值 积分 的 精确 度 , 将 区 间 [ab 等 分 为 ”个 子 区 
间 , 在 每 个 子 区 间 上 用 基本 求 积 公 式 ,然后 再 累加 得 出 新 的 求 积 公 
式 .这 样 既 可 提高 结果 的 精度 ,又 可 使 算法 简便 易于 实现 这 种 求 
积 公式 称 为 复 化 求 积 公式 . 

将 区 间 [a ,的 分 为 ”等 分 ,记分 点 石 一 2 十 访 〈i 一 0,1，…)， 
/一 针 2 称 为 步 长. 子 区 间 为 [za] G 一 1,2，e 

若 在 每 个 小 区 间 [zs -，,z] 上 应 用 梯形 公式 (7. 1. 12), 即 
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『 AnoDdz 和 全 [/Ca + ez] G=12oD， 
二 1 
则 有 7 一 re 理 > (rz)d 

划 1、 -1 


一 生 阅 [xD + ez 


帮 < 记 为 ，， 
= 艺 LAo) 二 2 写 fr) 十 OO) 天宇 T， (7.2.1) 


(7. 2. 1) 式 称 为 复 化 樟 形 公式 . 
类 似 地 ,也 有 复 化 的 辛普森 公式 


5 困 
户 和 Ar 
S, 一半 [yeo) 十 4 疡 7 ti 十 27z) 十 /Up) ]， 


其 中 二 (7.2, 2) 
以 及 复 化 的 柯 特 斯 公式 

， 及 区 一 下 玫 一 上 

C， = 太 [77C) 十 32 忆 fxi 十 12A3 


一 1 有 一 1 
十 322 (ri 十 14217n) 十 ?CO)]， (7.2.3) 
1=0 1 


其 中 了 一 十 车 工 证 3 
1 十 信 1 全 4 本 4 
定理 1 设 /(z) 在 区 间 [a,b] 上 具有 连续 的 二 阶 导数 , 则 复 


化 梯形 公式 的 截断 误差 为 
Ri[ 门 = 一 汪 二 ahz7r(D) GE (ab) 《7.2. 和 


证 明 由 本 章 $ 1 定理 1, 在 区 间 [zi,z'+o] 上 梯形 公式 的 截断 
误差 为 





3 
一 各 Pr)， 刀 E (CH 一 0 1 一 1， 


误差 相 加 Ri 站 = | Fezydz 一 T, = 一 各 冯 Pa 
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由 于 太 () 在 [e,0] 上 连续 ,所 以 在 [ab 内 必 存 在 一 点 7 使 得 
(7) 一 了 有 Pen， 
于 是 有 Rar[ 门 = 一 “ 囊 和 77 ，7E (av0)， 
的 
Rs[ 门 一 一 和 7oC7)， E (ab)， (7.2.5) 
以 及 复 化 柯 特 斯 公式 的 截断 误差 为 


Re[ 门 = 一 2 他 元 亿 [大 和 6 01)， 力 E (ap)， 





《7.2.6) 

例 ! 计算 积分 7= | edz ,着 要 求 误差 不 超过 荆 x10-… 分 别 

用 复 化 梯形 公式 和 复 化 李 普 麻 公 式 计算 , 问 至 少 需 各 取 多 少 个 节点 ? 
解 由 jz) 一 e 户 (z) 一 太 (rz) 一 e 得 


SC)| 一 5 7 《Z)| 一 e， 
Efto 
由 式 (7.2.4) 有 
本 由 一 4 
1RrL 放 | 科 3 天 和 受 半 义 10 


解 出 z>>67, 3, 故 用 复 化 梯形 公式 )， 至 少 取 68, 即 需 69 个 节点 ， 
由 式 (7. 2.5) 有 


] 局 
1Rs[ 门 | 向 入 二 X 10 4， 


解 出 *>>2.1, 故 用 复 化 辛普森 公式 ”至少 取 3, 即 需 7 个 节点 ， 
二 、 变 步 长 求 积 公式 
复 化 求 积 公 式 在 使 用 时 ,必须 事先 给 出 合适 的 步 长 , 在 实际 问 
题 中 ,有 时 导数 绝对 值 上 界 很 难 估计 ,从 而 误差 也 不 好 估计 .所 以 ， 
在 实际 计算 中 , 常 采 用 变 步 长 的 计算 方案 , 即 步 长 逐次 分 半 , 反 复 
利用 复 化 求 积 公 式 进行 计算 ,并 同时 查看 相继 两 次 计算 结果 的 误 
1 


差 是 否 达 到 要 求 , 直 到 所 求 得 的 积分 近似 值 满足 精度 要 求 为 止 . 下 
面 以 复 化 梯形 公式 为 例 ,介绍 变 步 长 的 求 积 公式 . 

设 求 积 区 间 [a ,所 分 为 等 分 ,共有 na 十 1 个 节点 ,由 复 化 梯形 
公式 得 

7T, = 全 [ ro 十 2 已 Acz) 二 7d)|， A = 二 2. 
若 将 求 积 区 间 再 二 分 一 次 ,分 为 2 个子 区 间 ,，2"* 十 1 个 节点 ,为 了 
讨论 二 分 前 后 的 两 个 积分 值 的 关系 ,考察 一 个 子 区 间 [Lziri+], 其 
中 点 为 zi 该 子 区 间 上 二 分 前 后 的 两 个 积分 值 分 别 为 
Ti = 二 [/Ca) + es 


及 T: = [Fr 十 27(z) 十 yz)]， 
显然 有 关系 
国 = 二 十 个 Fa 

将 这 一 关系 式 两 边关 于 1i 由 0 到 ?一 1 累加 求 和 , 则 有 下 列 关 系 式 

Tu = 二 7 二 生 呈 re (7.2.7) 
上 趟 即 为 二 分 前 后 区 间 [e, 扫 上 积分 值 T, 与 Ts 的 递 推 公 趟 ,在 计 
算 To 时 ，T, 为 已 知 数据 ,只 需 累 加 新 增 的 分 点 zi 地 的 函数 什 
7(zt7) 使 计算 基 节 约 一 半 . 计算 过 程 中 ,常用 IT 一 Tv1<e 是 否 
满足 作为 控制 计算 精度 的 条 件 . 若 满足 , 则 取 了 :为 工 的 近似 值 ; 若 
不 满足 , 则 再 将 区 间 分 半 , 直 到 满足 要 求 为 止 ， 


三 、 龙 贝 格 求 积 公 式 


我 们 对 递 推 化 的 梯形 公式 进行 修正 ,希望 提高 该 公式 的 收敛 
速度 . 由 复 化 梯形 公式 的 误差 (7.2.4) 式 ,有 


ZI 一 Ta _ 工 几 1) 
7 一 T， 4 万 (7 入 
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若 灵 (z) 在 [a, 妇 上 变化 不 大 , 即 有 户 (70) 天 户 (7). 则 在 二 分 之 后 


误差 是 原先 误差 的 十 僧 , 即 全 全 于 ,可 得 





71 一 全 To 芭 了 Ta 了 ， (7.2.8) 
斑 应 当 比 Tu 更 接近 于 积分 值 工 
事实 上 ,容易 验证 S,= 了 ,这 说 明 用 二 分 前 后 的 两 个 梯形 公式 
值 T, 和 7Tz 按 (7. 2,.8) 式 组 合 , 结 果 得 出 的 是 辛普森 公式 S, 
类 似 地 ,由 辛普森 公式 逐次 分 半 , 有 





7 一 So 工 
7 一 S， 16" 
可 得 
165 了 辣 
7 15So" 一 159， 
也 可 验证 右 端 即 为 柯 特 斯 公式 的 值 C,, 即 
16 下 
CC 一 1552 一 159" (7.2.9) 
同样 ,由 柯 特 斯 公式 逐次 分 半 , 有 
了 二 Ca 1 
7 一 C， 64” 
可 得 
64 下 
了 63Ca 6835 
将 该 式 右 端 记 为 
64 1 
R， 一 63Ca 人 63C， 十 二 


式 (7. 2.10) 称 为 龙 贝 格 公式 ， 
我 们 在 步 长 二 分 的 过 程 中 运用 公式 (7. 2. 8)，(7. 2. 9)， 
(7. 2. 10) 修 正三 次 , 便 将 粗糙 的 梯形 公式 积分 值 T, 逐步 加 工 成 精 
度 较 高 的 龙 贝 格 公式 积分 值 R,, 这 种 加 速 方法 称 为 龙 贝 格 算法 . 
其 计算 流程 图 如 下 所 示 ， 
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梯形 序列 辛普森 柯 特 斯 


Th 序列 序列 
y， A 

T:， ~ 8S 

， 六 

T， ~ 3S$， ~ CI 
六 六 
和 
YY 六 包 


Se 


例 ? 用 龙 贝 格 算法 计算 积分 7 一 


C， 


一 也 广 X10- 5( 其 精确 值 为 x). 


有 人 


龙 贝 格 
序列 


Ri 


4 


R， 


zdz, 要 求 误差 不 超 





解 计算 结果 见 下 表 ， 

人 区间 等 分 数 。 梯形 序列 辛普森 序列 柯 特 斯 序列 ” 龙 贝 格 序列 
用 一 2 Tv So- Ce-: Ra-: 

0 1 3 

1 2 3.1 3.133333 

2 4 3.131177 3.141569 ”3.142118 

3 8 3.138989 ”3.141593 3.141595 3.141586 

4 16 3.140942 3.141593 。 3.141593 3.141593 

5 32 3.141430 3,141593 3.141593 3.141593 


故 T<z3. 141593. 


“3$ 3 高 斯 型 求 积 公 式 


一 、 代 数 精确 度 


定义 1 若 求 积 公式 
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reodz >)4kfGzD， 
ko 


对 于 任意 不 高 于 mm 次 的 代数 多 项 式 都 准确 地 成 立 , 而 对 于 记 十 1 
次 多 项 式 却 不 能 准确 成 立 , 则 称 该 求 积 公式 具有 mm 次 代数 精确 
度 . 

由 上 述 定义 和 积分 性 质 易 知 : 求 积 公 式 


redz s > 4kj(zn) 
宪 业 一 0 


具有 思 次 代数 精确 度 的 充 要 条 件 是 该 公式 对 7z) 一 1zymozn” 
能 准确 成 立 ,而 对 Az)=z"”' 不 能 准确 成 立 ， 
例如 梯形 公式 


站 redz 吉 





计 [L/(o) 二 70)]， 
可 以 验证 ,对 于 A(z)=1,z 准确 成 立 , 但 对 ACz) 一 却 不 准确 成 
立 , 所 以 梯形 公式 的 代数 精确 度 思 一 1. 

由 插值 型 求 积 公式 的 余 项 (7. 1.8) 易 得 

定理 1 含有 z 十 1 个 节点 《一 0,1,…，z) 的 插值 型 求 积 公 
式 (7, 1.7) 的 代数 精确 度 至 少 为 m. 

定理 2 牛顿 - 柯 特 斯 公式 (7. 1. 11) 的 代数 精确 度 至 少 是 
特别 地 , 当 ) 为 偶数 时 ,牛顿 - 柯 特 斯 求 积 公式 的 代数 精确 度 可 以 
达到 ”十 1. 

证 明 〈 主 要 证 明定 理 后 半 部 分 内 容 ) 

验证 当 2 一 2 时 ,公式 对 F(z)=z 精确 成 立 , 由 误差 


四 生生 
-| (十 1)1 
立 盖 Q 十 纪 








6 
w(Z)dz 一 | on)d 





全 人 1)…(t 一 z2)dt 
9 


于 一 2 [2 
| zt 1)p( 一 AGE 一 大 一 1) 
0 





人 
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一 上 一 下 人 
| 祭 古 若 革 才 二 订 让 三 的 
一 和 


人 (一 有 十 1)(x 一 有 )dzx， 
令 





百 (a0) 一 (十 轨 Ge 二 一 1)…a(z 一 1)…(z 一 人 1)(Gx 一 ， 
则 
瓦 (一 上 一 (一 D%PEGe) 一 一 万 (w)， 

即 妃 (x) 是 奇 函 数 , 故 R=0. 这 说 明 , 当 ”为 偶数 时 ,牛顿 - 柯 特 斯 
求 积 公式 的 代数 精确 度 可 达 "十 1， 

辛普森 求 积 公式 , 即 一 2 时 的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 ,其 代数 精确 
度 为 3 

二 、 高 斯 型 求 积 公式 


当 节 点 等 距 时 ,插值 型 求 积 公式 的 代数 精确 度 是 ” 或 ”十 1， 
若 对 节点 适当 选择 ,可 提高 插值 型 求 积 公 式 的 代数 精确 度 . 对 具有 
2 十 1 个 节点 的 插值 型 求 积 公 式 ,其 代数 精确 最 高 可 达 2 十 1. 
定义 2 将 ?十 1 个 节点 的 具有 2n 十 1 次 代数 精确 度 的 插值 
型 求 积 公式 
| reoadz 和 >)4kFCzo 


称 为 高 斯 型 求 积 公式 ,节点 zx 称 为 高 斯 点 ，44 称 为 高 斯 系数 . 
对 于 高 斯 型 求 积 公 式 , 下 面 主要 讨论 如 何 确定 高 斯 点 zx 及 高 
斯 系数 4 


我 们 以 | Ce)dz 为 合 , 一 点 高 斯 公式 是 中 矩形 公式 
rodz= 2rco)， 


其 高 斯 点 为 ro=0, 系 数 4o=2. 
现 推导 两 点 高 斯 公式 
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| Frz)dz se hofGzn) 十 4irGCzi) 
王 工 

三 次 代数 精确 度 , 即 要 求 对 FCz)= 1,zr,z,zs 准确 成 立 , 有 

4 十 4 一 2， 

4oro 十 4izli 王 0， 

4oz3 十 az 全 

4ozs 十 4z 一 0， 

解 之 得 mu 一 一 zi -六 ,4 4 一 1 公式 为 











司 (zldzs 几 一 





点 |+ 才 点 |. (7.3.1) 
对 任意 求 积 区 间 [a, 扫 ,可 通过 变换 = 一 “4: 十 “二 恋 到 区 
间 [ 一 1,1] 上 ,这 时 
reodz = 印 人 本 和 十 至 ?jd 
相应 的 两 点 高 斯 型 求 积 公 
六 reoaz< 殷 2 上 








2 





十 和 已 2 一 a 4 十 
人 人 | + 放 语 ; ]] 
〈7.3.2) 
更 一 般 的 高 斯 型 求 积 公 式 虽 可 化 为 代数 方程 问题 ,但 求解 困 
难 . 我 们 给 出 高 斯 点 的 基本 特性 定理 . 
定理 3 节点 m (kt 一 0,1,…，) 为 高 斯 点 的 充 要 条 件 是 以 这 


些 点 为 零点 的 多 项 式 w+i(z)= 工 (z 一 心 ) 与 任意 的 次 数 委 n 的 


多 项 式 PCz) 在 [e, 势 上 正 交 , 即 


二 二 + 


四 
| PCz)w (zldz 二 0. 


证 明 必要 性 设 mx (=0,1,…') 是 插值 型 求 积 公式 的 
高 斯 点 ，P(z) 是 次 数 不 超过 z 的 多 项 式 , 则 已 z)w,+i(Cz) 是 次 数 
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不 超过 2n 十 1 的 多 项 式 , 由 高 斯 点 定义 及 
at 一 0，( 仆 王 0,1，72)， 


有 | PKz)wsi(z)dz 一 24iPCzDwr(zo = 0 
和 名 


充分 性 ” 设 w+k(z) 与 任意 的 次 数 不 超 过 ? 的 多 项 式 正 交 , 设 
8(z) 是 任 一 次 数 不 超 过 2 十 1 的 多 项 式 , 则 必 存 在 次 数 不 超 过 
的 多 项 式 PCz),Q(z) ,使 

Cz) = PCz)wtiCz) 十 QCz). 
由 插值 型 求 积 公 式 至 少 具有 ”次 代数 精度 , 且 

anHiCZtD) 一 0， 一 0 1 
故 有 


.6 .6 4 
| xzdz 王 | PCz)w,HCz)dz 十 ecodz 


= 0 十 ecoaz 一 六 4Qdeo 


ks 0 


= 入 ALPCowsiGzo +Qdro] 


一 袜 4reo， 

可 见 ， 求 积 公式 至 少 具有 2z 十 1 次 代数 精确 度 . 而 对 于 2 十 2 

次 多 项 式 
jz) 一 四 HZz)， 

有 Twodz > 0， 
所 以 , 求 积 公 式 的 代数 精确 度 是 2 十 1, zk (一 0,1,，…2) 是 高 斯 

由 定理 3 可 知 ， 

(1) 具有 ?十 1 个 节点 的 插值 型 求 积 公式 的 代数 精确 度 最 高 
是 2* 十 1, 因 此 ,高 斯 型 求 积 公 式 是 代数 精确 度 最 高 的 求 积 公式 . 


《2) 定理 给 出 了 求 高 斯 点 的 方法 . 找 与 任意 的 次 数 不 超 过 > 
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的 多 项 式 P(z) 在 [a, 纪 上 正 交 的 多 项 式 
ni(CZ) 一 开 (z 一 zi)， 
其 零点 mx 人 0,1.…。m 即 为 高 斯 点 。 
三 、 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 
以 高 斯 点 rz (一 1,2,…,) 为 零点 的 盖 次 多 项 式 


PCz) = ww(z) 一 Tcz 一 zo， (7.3.3) 
汪 


式 (7. 3.3) 称 为 勒 让 德 多 项 式 ， 
在 [二 1,1] 上 ,可 以 证 明 勒 让 德 多 项 式 为 








一 -1 旦 Ts jn 
P,(z) = 2 了 [Cz 1) 门 . 《73 4) 
由 此 即 可 得 出 勒 让 德 多 项 式 ,例如 
Pi(z) = z，Pe(z) = 之 一 二 ， 
Pi:(z) 一 zs? 和 ar， PCz) 一 2 本 十 半 ， 


这 样 , 求 勒 让 德 多 项 式 的 零点 即 可 得 到 高 斯 点 ze, 进而 求 出 求 积 
系数 4 如 三 点 高 斯 型 求 积 公 式 为 


! 5 8 5 
『 ra 如 -+ -97(0) 十 中 下. 


〈7. 3.5) 
高 斯 型 求 积 公式 代数 精确 度 高 ,但 节点 较 多 时 , 求 节点 和 系数 
复杂 ,可 用 复 化 方法 处 理 . 


84 数值 微分 


一 、 差 商 型 求 导 公 式 


对 于 函数 的 表达 式 复 杂 ,或 函数 以 表格 形式 给 出 ,可 利用 数值 
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方法 求 其 导数 ,这 类 问题 称 为 数值 微分 . 统一 可 表述 为 : 给 定 函数 
表 (z,j(zi)) 或 (rmyy) (一 0,1,，n)，, 求 函数 /zxz) 在 节点 zi 处 
的 导数 值 . 
最 简单 的 数值 微分 公式 建立 是 用 节点 zx 处 的 差 商 代替 微 商 . 
若 为 等 距 节点 , 设 关 = zt+t 一 zy, 则 有 
万 Ca 二 JCzt 十 包 一 FCzb) 上 oOdD 一 en az ， 
(7.4.1) 
Pt0= 玫 二 人 二 用 +o(D) 一 攻 则 二 ec 
(7.4.2) 
六 (志和 汪 妈 守 十 名 记 二 入 亲 相 5 
ALCzaiD) 一 FCze 
RN (7.4.3) 
公式 (7.4.1),(7.4.2),(7.4.3) 分 别称 为 数值 微分 的 向 前 差 商 ,向 
后 差 商 及 中 心 差 商 公 式 
类 似 地 ,可 得 到 


PCzi) 一 Cr 一 2 人 十 /ze 十 Oo2)， 








(7.4.4) 
以 上 数值 微分 公式 简洁 ,可 利用 节点 值 快速 计算 节点 的 导数 ， 
但 精度 较 低 , 在 实际 计算 中 , 步 长 上 应 较 小 . 


二 、 揪 值 型 求 导 公式 


利用 数据 表 构 造 函 数 F(z) 的 插值 多 项 式 P,(z), 并 取 已 (z) 
的 值 作为 PCz)? 的 近似 值 ,这 样 建立 的 数值 公式 疡 (z)s:P,(z) 称 
为 插值 型 求 导 公式 . 
设 P,(z) 是 满足 插值 条 件 
PCzi) 一 Jrz) 人 G 一 0 1 2) 
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的 插值 多 项 式 , 则 余 项 
天 二 状 NO 


呈 直 汪 
式 中 是 二 的 函数 , 求 导 


Ar (CE) onsiGZ) d cot 
人 De) 十 认证 DTdz (人 


(7.4.5) 
由 于 与 z 的 具体 关系 无 法 知道 ，7. 4. 5) 中 第 二 项 生 7r(6) 
无 法 求 得 . 因此 ,对 任意 给 定 的 点 ,误差 P(z) 一 PCz) 可 能 很 
大 . 为 此 ,我 们 限定 求 节点 za G 一 0,1,…,m) 处 的 导数 值 ,于 是 
w+iCzi) 一 0, 数 值 微 分 公式 为 


nm 十 1) 
7 = 已 GD 十 在 二 wo) G= 0 





户 (z) 一 已 (z) 一 








(7.4.6) 
下 面 是 节点 等 距 分 布 时 ,常用 的 数值 微分 公式 . 
(1) 一 阶 两 点 公式 


Pa = 盐 Oo 一 划一 全， 各 E Govat) 
G= ol 一 1D， 
(zi) 一 二 COy 二 全 公 Pr(6)， 本 臣 飞 丰 2 


(一 1，…)， (7.4.7) 
(2) 一 阶 三 点 公式 








2 

Cr)= 击 (一 3y 十 4 一 304D 十 千 Fo(6)， 人 ECavzta， 
2 

CD= 直 (一 yy 一 每 Fo， 名 Ecoaro， 


2 
Co)= 去 Co 一 4 十 ao 十 生 Fo(6)， SeE (zaiz)， 


(7.4.8) 
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用 插值 多 项 式 P,Cz) 作 为 FGz) 的 近似 函数 ,还 可 以 建立 高 阶 
数值 微分 公式 
Jodzi) 之 忆 (zi， 
(3) 二 阶 三 点 公式 


过 
rz) 一直 Co- 一 2 二 0D 一 每)，SECnroat0， 


在 实际 计算 数值 微分 时 ,要 特别 注意 误差 分 析 . 由 于 数值 微分 
对 伟人 误差 较 敏 感 ,往往 计算 不 稳定 . 还 需 指出 , 当 插值 多 项 式 
P,(Cz) 收 敛 到 .AP(z) 时 ，P,(Cz) 不 一 定 收敛 到 忆 (z), 为 避免 这 方面 
的 问题 ,可 用 样 条 插值 函数 的 导 函 数 代 替 函 数 F(z) 的 导 函 数 . 


本 章 小 结 


本 章 主要 介绍 了 数值 积分 和 微分 的 一 些 常用 方法 . 

牛顿 - 柯 特 斯 公式 是 在 等 距 节点 情形 下 的 插值 型 求 积 公 式 ,其 
简单 情形 如 梯形 公式 ,辛普森 公式 等 . 

复 化 求 积 公式 是 改善 求 积 公式 精度 的 一 种 行 之 有 效 的 方法 ， 
特别 是 复 化 梯形 公式 、 复 化 辛普森 公式 ,使 用 方便 ,在 实际 计算 中 
常常 使 用 . 

龙 贝 格 求 积 公式 是 在 区 间 逐 次 分 半 过 程 中 ,对 用 梯形 法 所 得 
的 近似 值 进行 多 级 “修正 "而 获得 的 准确 程度 较 高 的 求 积分 近似 
值 的 一 种 方法 . 

高 斯 型 求 积 公式 是 一 种 高 精度 的 求 积 公式 . 在 求 积 节点 数 相 
同 , 即 计算 量 相近 的 情况 下 ,利用 高 斯 型 求 积 公式 往往 可 以 获得 准 
确 度 较 高 的 积分 近似 值 , 但 需 确定 高 斯 点 ,上 且 当 节点 数据 改变 时 ， 
所 有 数据 都 要 重新 查 表 计 算 . 

数值 微分 仅 介 绍 了 简单 形式 的 善 商 型 和 插值 型 求 导 公式 ,在 
精度 要 求 不 高 时 可 采用 。 

对 具体 实际 问题 而 言 ,一 个 公式 使 用 的 效果 如 何 , 与 被 积分 、 
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被 微分 的 函数 性 态 及 计算 结果 的 精度 要 求 等 有 关 . 我 们 要 根据 具 
体 问题 ,选择 合适 的 公式 进行 计算 ， 


算法 与 程序 设计 实例 


用 辛普森 公式 计算 积分 . 

算法 

复 化 辛普森 公式 为 

S,= 和 县 [re + tm 十 和 + ee， 

计算 过 程 为 ， 

(1) 令 j 一 (一 a)/m，5si 一 Ja 十 h/2)，3 一 03 

(2) 对 & 一 1,2，…m 一 1, 计 算 

十 Fa 十 妇 十 hi/2)，s = 十 Fa 十 仙 ); 

(3) 5 一 入 Co) 十 4 十 2 十 (6))， 

实例 

例 ! 用 复 化 辛普森 公式 计算 积分 了 一 | adz， 

程序 和 输出 结果 
林 include(stdio.hy》 


#include(conio. hy》 
void main() 
{ 
int iy，n 一 2; 
float s; 
float f(float) 
float Simpson(float (* )(float),float,floatyint); 
for(i=0;5i< 一 23i 十 十 ) 
{《 
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s 一 Simpson(f,0,1,n); 
printf(s(%d)=%fva“n,s); 
ns# 一 25 
getch(); 
4 


float Simpson(float C(* f(Cfloat),float a， float b， int n) 
int k; 
float s,s1,s2 一 0.0; 
float h=(b 一 a)/n; 
s1 一 {(a 十 h/2)， 


for(k 王 1;k<<=n 一 1;k 十 十 ) 


{ 
s1 十 =f(a 十 k x*h 十 h/2); 
s2 十 一 {(a 十 kx*h)， 
} 
s 一 hb/6 * (f(a) 十 4x*sl1 十 2*s2 二 f(b))， 
Teturn S; 
》 
float f(float x) 
return 1/(1 十 xxX)， 
} 


输出 结果 为 : 
SC2) 一 0.785392， 
s(4) 一 0.785398， 
SC8) 一 0.785398. 
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说 明 : 本 例 运行 了 三 次 , 当 z 一 2 一 8 时 ,就 与 一 2 一 4 时 有 
6 位 数字 相同 , 若 用 复 化 梯形 法 计算 , 当 =512 时 有 此 结果 ， 
例 3 用 复 化 辛普森 公 式 计算 积分 7 一 | szdz 
只 要 将 函数 定义 为 
float f(float x) 
{ 
if(x 一 一 0)return 1; 


else return sin(x)/x; 


} 


输出 结果 为 
5(2) 一 0. 946087， 
5(C4) 一 0. 946083， 
SC8) 一 0. 946083， 


思 考 题 


1, 叙述 数值 求 积 的 基本 思想 方法 . 

2. 何谓 插值 型 求 积 公式 ? 它 的 截断 误差 如 何 表示 ? 

3.“ 复 化 求 积 ? 与 分 段 插值 的 思想 方法 有 何 联系 ? 梯形 公式 、 
辛普森 公式 、 柯 特 斯 公式 及 其 复 化 公式 都 具有 什么 形式 ?这 3 个 复 
化 公式 的 截断 误差 各 是 步 长 六 的 几 阶 无 穷 小 量 ? 

4. 龙 贝 格 求 积 公式 是 怎样 形成 的 ? 怎样 用 龙 贝 格 方法 求 积 分 
的 近似 值 ? 给 定 允 许 误 差 范围 。, 怎 样 检查 所 求 结 果 是 在 允许 误差 
范围 内 ? 

5. 何谓 代数 精确 度 ? 说 高 斯 型 求 积 公 式 具 有 最 高 代数 精确 度 
的 含义 是 什么 ? 

6. 高 斯 积分 和 高 斯 点 是 如 何 定义 的 ? 何谓 两 点 高 斯 公式 ? 已 
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知 区 间 [ 一 1,1] 上 的 高 斯 公式 ,如 何 构造 一 般 区 间 [a, 纪 上 的 高 斯 
公式 ? 
7. 播 值 型 求 导 公式 怎样 形成 ? 误差 怎样 估计 ? 





习 题 七 


1 分 别 用 梯形 公式 和 辛普森 公式 计算 积分 
全 
并 估计 误差 (计算 取 5 位 小 数 )， 
2、 证 明 柯 特 斯 系数 C" 具有 性 质 Y\C 一 1 
5。 推导 出 中 矩形 公式 及 其 截断 误差， 
「 reoadz (0 一 af 4 二 外 





R[ 门 = 万 旬 6 -op，ee (0， 


并 说 明 该 公式 的 几何 意义 . 
4， 已 知 连 续 函 数 /zx) 的 下 列 数据 ， 
人 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 





JrzD 3.12014 4.42659 6.04241 8.03014 10.46675 


用 柯 特 斯 公式 计算 积分 | ,7(z?dz( 计 算 取 5 位 小 数 )， 

5 分 别 用 复 化 梯形 和 复 化 六 普 琳 公 式 计算 积分 7 一 | e- “dz 
( 取 11 个 节点 ,6 位 小 数 计算 ). 

6. 用 积分 | 二 dz= 2ln2 计算 In2, 要 使 计算 误差 不 超过 
到 X10-*, 间 用 复 化 棉 形 公式 时 至 少 取 多 少 个 节点 ? 
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7。 用 龙 贝 格 公式 计算 积分 7 一 有 | 。 dr ,要 求 误差 不 起 过 
区 
8. 证 明 求 积 公 式 


『 ndzw 十 [57(- VG 6) + 87(O) 十 57CV0 6)] 





对 于 不 商 于 5 次 的 多 项 式 准确 成 立 , 并 计算 7 一 | Snzdz( 取 5 位 
小 数 ). 
9. 证明 高 斯 求 积 公 式 系数 


1 
44 一 ] 42(Cz)dz， 
| 


其 中 人 CC 有 一 0,1，…。 


Cz 一 20wiCzD 








10, 设 
jz) E Ct[zo -21,zo 十 26]， 太 > 0， 
xf 一 xzo 十 妇 ，jFr 一 几 (一 士 2, 士 1,0)， 
求证 ， 
(GD ](Gzo= 庆 [六 一 8 二 8 一 J 和 二 OO; 


(2) Pr(zo= 直 [LA 十 万 一 27] 十 009， 
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第 八 章 “党 微分 方程 的 数值 解法 


常 微 分 方程 的 求解 问题 在 实践 中 经 常 遇 到 ,但 我 们 只 知道 一 
些 特殊 类 型 的 常 微分 方程 的 解析 解 . 在 科学 和 工程 问题 中 遇 到 的 
常 微分 方程 往往 很 复杂 ,在 许多 情况 下 都 不 可 能 求 出 解 的 表达 式 . 
另 一 方面 ,在 许多 实际 问题 中 ,并 不 需要 方程 解 的 表达 式 ,而 仅仅 
需要 获得 解 在 若干 点 上 的 近似 值 即 可 , 因此 ,研究 常 微分 方程 的 数 
值 解法 就 很 有 必要 ， 

本 章 着 重 讨 论 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 


疏 一 Jr,y)， 


yzo) 一 yo 
的 数值 解法 . 理论 上 ,函数 F(zr,y) 对 于 y 满 足 李 普 希 效 
(Lipschitz) 条 件 ， 
fx 一 Yazya)1 委 了 一 2 

则 初 值 问题 (8. 0, 1) 存 在 惟一 解 ,因此 ,在 本 章 讨论 中 ,我 们 总 假定 
xz,y) 满 足 李 普 希 交 条件. 

所 谓 数值 解法 ,就 是 寻求 解 y(z) 在 一 系列 离散 节点 

4& 委 xz<z<z<… 一 mm<Totl <… 委 0 

上 的 近似 值 yy yy ，…ywyynt… ,其 相 邻 两 个 节点 的 距离 = 
ztHi 一 2 称 为 步 长 ,我们 总 假设 节点 是 等 距离 的 , 即 户 为 常数 A， 
这 时 


(ro 安 z) (8.0.1) 


Zn 一 00 十 办， 天 一 0,1 2 
此 时 节点 mm 所 对 应 的 函数 值 为 
和 加 一 yzo 十 Ai)，7 一 0,1 2，…. 
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81 欧 拉 (Euler) 方 法 


一 、 欧 拉 公 式 


在 方程 (8.0.1) 中 ,由 差 商 替代 导数 , 即 


0 2 Crn) ， 


yCz+ri) sx y(Czn) 十 FCroyyCzn))， 
再 用 w 近似 代替 y(Cz,) , 便 导 出 计算 公式 
3n+1 一 十 hCGzoyyn)， 
3o 一 y(Czo)， 
公式 (8. 1. 1) 称 为 显 式 欧 拉 公 式 . 由 初 值 ,就 可 逐步 算出 wyz， 


7 一 0,1,2…， (8.1.1) 


若 用 向 后 盖 商 代替 导数 , 即 


Cn 衬 到 [y(zot) 一 yCzn)]， 
便 可 导出 计算 公式 
3n+l 一 yn 十 hCGz+iyynri)， (8. 1.2) 


公式 (8, 1. 2) 称 为 隐 式 欧 拉 公式 . 这 类 隐 式 格式 的 计算 远 比 显 式 格 
式 困难 . 


类 似 地 ,利用 中 心 差 商 代替 导数 , 即 
y (zu 一 击 [yCze 一 yz]， 
便 可 导出 公式 
out 一 yl 十 2hFCzyn)， (8.1.3) 
公式 (8.1. 3) 称 为 两 步 欧 拉 公 式 , 在 计算 w+ 时 , 需 利用 前 两 步 的 


信息 wy 
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二 、 欧 拉 预 估 - 校 正方 法 
对 方程 y=.FCz,y) 的 两 端 从 z, 到 zs+i 积 分 ,得 
(roD 一 yo 十 | Tea)dz 081 
在 上 式 中 ,利用 梯形 公式 计算 积分 项 , 便 有 
yCzihi) sy(zn) 十 全 [FCzy(z)) 十 (zilyy(Czn+l))， 
再 用 ww 代替 y(Cz,) 的 近似 值 , 便 可 导出 计算 公式 
ynxrt 一 办 十 站 [Ace 十 (CryyriD)]， (8.1.5) 
公式 (8.1. 5) 称 为 梯形 公式 , 可 视 为 显 式 欧 拉 格式 (8. 1. 1) 与 隐 式 
欧 拉 格式 (8. 1,2) 的 算术 平均 . 它 仍 是 隐 式 ,不 便于 直接 计算 ， 
在 实际 计算 中 ,可 将 欧 拉 公式 与 梯形 公式 结合 使 用 . 先 由 显 式 
欧 拉 公式 求 得 一 个 初步 的 近似 值 , 记 为 +t, 称 之 为 预报 值 , 再 将 
预报 值 代入 梯形 公式 , 即 由 矛 : 代 替 w+ 让 接 计算 ,这 一 步 又 称 
为 校正 , 这 样 ,建立 的 预 估 - 校 正 系统 
人 3 十 AFCznyn)， 


庆生 (8.1.6) 
校正 yo 一 yp 十 2 CCzoyy) 十 1 CEorty3n+ 汉中 


公式 (8. 1. 6) 称 为 欧 拉 预 估 - 校 正 公式 ,或 改进 的 欧 拉 公 式 . 这 是 一 
种 显 式 公式 ,是 对 隐 式 梯形 公式 的 改进 ,可 以 直接 计算 ， 
为 便于 上 机 编程 计算 ，(8.1,. 6) 可 改写 为 
yp 一 由 十 放 FCzoyn)， 


和 一 攻 十 AFCznhyyp)， (8.1.7) 


oo 一 了 Co 十 3)， 
例 1 利用 欧 拉 公式 和 预 个 -校正 公 式 求 初 值 问题 
/ =， 开 
| 这 .党 yy 要 
3(C0) 一 1 
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在 区 间 [o,1] 上 的 数值 解 ( 取 A 一 0. 1) ,并 与 精确 解 * 一 /2z 十 1 进 
行 比较 . 

解 将 f(z,y) 一 ?一 经 代入 有 关公 式 . 

GD) 欧 拉 公 式 计算 


人 到 | (一 0,1,2,…，9)， 





人 


yo 一 1，Ai=0.1. 
(2) 预 估 - 校 正 公 式 计算 

















枯 ( 2 

巴 1 一 加 十 外 久 一 经 | ， 

n+1 yn 2 [> 本 十 久 ta 经 沁 |， 

yy 一 1， 凡 一 0.1 Co 一 0,1,2,…,9). 

分 别 计算 ,其 结果 为 下 表 . 

rr 欧 拉 公 式 w 预 估 - 校 正 公式 yw 精确 值 yw, 一 ^/2z, 十 1 
0.0 1 1 1 
0.1 1.1 1. 095909 1. 095445 
0.2 1. 191818 1.184097 1.183216 
0.3 1. 277438 1. 266201 1. 264911 
0.4 1.358213 1.343360 1. 341641 
0.5 1.435133 1. 416402 1. 414214 
0.6 1. 508966 1. 485956 1. 483240 
0.7 1. 580338 1. 552514 1. 549193 
0.8 1. 649783 1. 616475 1. 612452 
0.9 1.717779 1.678166 1. 673320 
1.0 1.784771 1.737867 1.732051 


从 上 表 可 看 出 ,用 欧 拉 公 式 计算 的 数值 解 有 两 位 有 效 数 字 ,而 
用 预 估 - 校 正 公 式 计 算 的 数值 解 有 3 位 有 效 数 字 . 
231 


三 、 欧 拉 方 法 的 误差 估计 





定义 1 假定 w 为 准确 值 , 即 m=y(Cz,), 在 此 前 提 下 ,用 某 
种 数值 方法 计算 w+ 的 误差 R, 一 >(Cz+D) 一 yl 称 为 该 数值 方法 
计算 w+ 的 局 部 截断 误差 ， 

定义 2 若 某 一 数值 方法 的 局 部 截断 误差 为 RR, 一 OCA"”)， 思 
为 正 整 数 , 则 称 这 种 数值 方法 为 户 阶 方 法 ,或 说 该 方法 具有 记 阶 
精度 . 

下 面 我 们 着 重 讨论 欧 拉 方 法 的 局 部 截断 误差 及 其 阶 ， 

由 泰勒 公式 

y(Czoti) 一 y(Czn 十 卢 ) 

















y(zn) 十 AZze) 十 
对 于 显 式 欧 拉 公 式 (8.1.1) 
nfl 二 因 十 hfCzyyn) 一 y(Czn) 十 AAACznyyn) 
一 y(Czn) 十 Ay (zn)， 
则 其 局 部 截断 误差 为 


提 y (zw) 二 3wCz) 十 …， 


(ZnHi) 一 yn+l 一 和合 yr) 十 …… 一 O(G2)， (8.1.8) 
因此 , 显 式 欧 拉 公式 的 局 部 截断 误差 为 O( 生 ), 该 方法 是 一 阶 方 
四 对 于 梯形 公式 (8. 全 1.15) 的 误差 

1R7r(CP1 扫 得 maxly(z， 
则 其 局 部 截断 误差 为 O(As). IAA 方法 . 
对 十 欧 拉 预 估 - 校 正方 法 (8. 1. 6) ,将 公式 改写 为 
[和 壮 ( 十 局)， 
- 9 (8.1.9) 
Us 一 AFCzs 十 放 on 十 国 ). 
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在 mm 一 y(zn) 前 提 下 ， 
且 一 AFCzyn) 一 Ay (Crzn)， 
Az 一 AGOz 十 加 十 后) 一 AFGz 十 阁 ,yzn) 十 下 ) 











一 放 FGzsy(zo) 一 有 区 ACzoyCzD) 
十 瑟 学 JrvyGo) 十 OO2] 
13y my ATn 
= MGosytzD) 十 人 | 电 FGrvy(Ca)) 
nyATn mATn 


B 
十 JCznyyCzn)) 3 (royCzo)) 下 oo ] 


一 Ay (zs) 十 hzy"(zn) 十 O(A3)， 
将 所 ,as 代入 式 (8.1.9) 有 


一 十 hCGz) 十 二 yz 十 OG)， 
与 泰勒 公式 比较 , 则 其 局 部 截断 误差 为 
yzn+1) 一 yntl 一 全) 十 …… 一 OO) 一 O(C). 
因此 , 欧 拉 预 估 - 校 正 公式 是 二 阶 方法 . 


8$82 龙 格 - 库 塔 (Runge-Kutta) 方 法 


一 、 龙 格 - 库 塔 方法 的 基本 思想 


在 上 一 节 , 我 们 得 到 了 一 些 基本 的 求 微分 方程 的 数值 方法 ,从 
误差 估计 知道 ,这 些 方法 的 局 部 截断 误差 较 大 ,精度 较 低 . 我 们 希 
望 得 到 更 高 阶 的 方法 . 


考察 关 商 2 一 2 由 微分 中 值 定理 ,存在 点 ,使 得 
2 一 多 (的 ，6E (zyzatD， 


便 由 方程 y = Arz,y(z)) 得 
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yCzarl) 一 y(zn) 十 ACE,y(e))， 

其 中 马 一 88,y()) 称 为 [zz 上 的 平均 斜率 . 这 样 , 只 要 对 
平均 斜率 提供 一 种 近似 算法 , 便 相 应 导出 一 种 计算 格式 , 显然 , 显 
式 欧 拉 公 式 (8. 1. 1) 就 是 以 太一 8Czyy) 作 为 平均 斜率 的 近 
似 . 欧 拉 预 估 - 校 正 公 式 (8. 1. 9) 就 是 以 rz, 与 zf 两 个 点 的 斜率 值 
妨 与 如 取 算 术 平 均 作为 平均 斜率 &" 的 近似 . 

这 个 处 理 过 程 启示 我 们 , 若 设法 在 Lz,,z+ri] 内 多 预报 几 个 点 
的 斜率 值 , 然 后 将 它们 加 权 平均 作为 平均 斜率 上, 则 有 可 能 构造 
出 具有 更 高 精度 的 计算 格式 .这 就 是 龙 格 - 库 塔 方法 的 基本 思想 . 


二 、 二 阶 龙 格 - 库 塔 公式 


我 们 推广 欧 拉 预 估 - 校 正方 法 ,考察 区 间 [zrv,z+ 避 内 任 一 点 
ztp 一 Zn 十 加 0 一 这 1. 
用 zx, 和 zu+y 两 个 点 的 斜率 值 心 与 如 加 权 平均 得 到 平均 斜率 人 ". 
即 令 
n+ 一 加 十 AL 一 人 DA 十 众 ]， 
其 中 为 待定 系数 . 类 似 于 欧 拉 预 估 - 校 正方 法 , 取 
包 一 yz ， nth 一 加 十 思 hi， Res 一 (ztrpy ynfp)y 
这 样 便 有 如 下 计算 格式 
yn 一 加 十 AL 一 AA 十 从 ]， 
| 一 jzoyyn)， (8.2.1) 
pa 一 Crzn 十 加 hn 十 hi). 
我 们 希望 适当 选取 参数 M,, 使 得 计算 格式 (8. 2. 1) 具 有 较 高 精度 . 
现 仍 假定 % 一 yCz,) 分别 将 所 和 心 泰勒 展开 ， 
Ai 一 (zyn) 一 (zh)， 
A2z 一 zoom 十 phi) 
一 from) 十 h[FCzoyymn) 十 7Czyyn) 太 Crzy)] 十 OGA2) 
一 (rz) 十 phy"Czos) 十 OCA2)， 
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代入 (8.2.1) 式 
omH 一 y(Zn) 十 hy Czn) 十 Aph2sy (zs) 十 OGAs)， 
与 泰勒 展开 式 
yCz+i) 一 y(zn) 十 yz) 十 生 yz) 十 OGA) 
相 比较 系数 ,要 使 (8. 2. 1) 具 有 二 阶 精 度 , 须 使 up 一 六 因此 ,我 们 
把 满足 2 一 立 的 公式 (8. 2. 1) 统 称 为 二 阶 龙 格 - 库 塔 格式 . 
特别 地 , 当 户 一 1,) 一 二 时 ，(8. 2. 1) 就 是 欧 拉 预 估 -校正 公式 . 


若 取 p 一 际 , 1, 则 公式 (8. 2.1) 形 式 为 


[ 一 加 十 Ah， 
局 一 JCzon)， 


Aa 一 用 zoom 中 全， 
该 公式 可 看 作用 中 点 斜率 值 和 取代 平均 斜率 人 , 公 趟 (8. 2. 2) 也 
可 称 为 中 点 格式 , 它 具 有 二 阶 精 度 . 
三 、 高 阶 龙 格 - 库 塔 公式 
为 了 进一步 提高 精度 ,在 [zuyziti] 上 可 取 多 个 点 ,天 报 相应 
点 的 斜率 值 ,对 这 此 斜率 值 加 权 平均 作为 平均 斜率 值 , 利用 泰勒 展 
开 , 比 较 相应 系数 ,从 而 确定 在 尽 可 能 高 的 精度 下 有 关 参 数 应 满足 
的 条 件 ， 
其 中 较 常 用 的 三 阶 龙 格 - 库 塔 公式 有 
一 十 全 [十 4 十 属 ]， 
局 一 了 (zyyn)， 


〈8. 2.2) 


〈8. 2. 3) 
已 = 诈 二 十 二, 十 生 和， 


局 一 zs 十 尹 ,十 及 (一 入 十 242)). 
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经 典 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 为 


一 二 二 [二 2 十 2 十 娩 ]， 





包 一 (zyn)， 
下 | 

名 川 z， 十 半 , 加 十 和 人 j， (8.2.4) 
灰 用 

已 一 川 z F 2 十 全 如 ] ， 

A 一 FCzn 十 记 yn 十 AAs)， 





从 理论 上 讲 , 可 以 构造 任意 高 阶 的 龙 格 - 库 塔 公式 . 但 实践 证 
明 , 高 于 四 阶 的 龙 格 - 库 塔 公式 ,不 但 计算 量 大 ,而 且 精 确 度 并 不 一 
定 提 高 . 在 实际 计算 中 ,四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 是 精度 及 计算 量 较 理 
想 的 公式 

例 1 用 经 典 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求解 初 值 问题 


汪 闪 三 经 
| 和 
3(0) 一 .1 








在 [0,1] 上 的 数值 解 ( 取 /一 0 2)， 
解 ”利用 经 典 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 有 

包 一 yn 一 把， 

加 2Cz 十 0.1) 
如一 多 十 0 一 全 于 和 这， 

_ 2Cz 十 0.1) 相 有 
已 一 十 0 和 一 人 012， 

、 _ 2Cz 十 0.2) 

六 
yn+l 一 yn 十 等 十 24z 十 2A3: 十 Ri). 





计算 结果 见 下 表 . 
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wm 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 





Jim 工 1.18323 1.34167 1.48324 1.61251 1.73214 
VCzn) 二 1.18322 1.34164 1.48328 1.61245 1.73205 


该 结果 有 四 位 有 效 数 字 , 和 本 章 8$1 例 1 相 比 ,可 见 四 阶 龙 
格 - 库 塔 方法 的 精确 度 高 于 欧 拉 公 式 和 预 估 -校正 公式 . 
$ 3 线性 多 步 方 法 


一 、 线 性 多 步 方 法 的 基本 思想 


在 微分 方程 求解 的 递 推 公式 中 ,计算 w+ 之 前 ,事实 上 ,近似 
值 yy，…yw 已 经 求 出 , 若 能 充分 利用 第 a 十 1 步 前 面 的 多 步 信 
息 来 计算 w+ 就 可 希望 获得 较 高 的 精度 . 这 就 是 构造 线性 多 步 方 
我 们 已 经 知道 ,微分 方程 初 值 问题 (8. 0. 1) 等 价 于 积分 方程 
yCzrD) = y(zn) 十 人 yeoscoodz 
用 “次 插值 多 项 式 PCz) 来 代替 .A(z,y(Cz)), 即 令 ACz,y(Cz)) 一 
Pt(Cz) 十 RtCz), 则 有 


yz 二 yz) 十 [站 meoadz 十 [Rodr 
舍 去 余 项 
R,， 一 [Recopdr， 


设 yn 一 >CZn) 而 mt 为 y(Cz+l) 的 近似 值 , 便 可 得 到 一 类 线性 多 步 
方法 的 计算 公式 


on 一 多 十 | Ph(z)dz. (8.3.1) 


PCz) 分 别 取 0 次 和 1 次 多 项 式 , 就 是 我 们 已 知 的 显 式 、 隐 式 
237 


欧 拉 公 式 和 梯形 公式 . 若 需 要 提高 计算 精度 ,就 要 用 更 高 次 的 插值 
多 项 式 Pi(z) 来 代替 JFCz,y(z))， 


二 、 阿 达 姆 斯 (Adams) 外 插 公式 及 其 误差 


在 公式 (8. 3.1) 中 , 作 三 次 插值 多 项 式 P;(z) ,选取 zzr-i， 
zw_avzn_s 作 为 插值 节点 ,记忆 (z)=FGzyy(Cz)), 则 亚 (z) 的 三 次 揪 
值 多 项 式 


3 3 二 
Pa(z) 一 站 ee Fn- 
2 


其 插值 余 项 为 


Ri(z) 一 十 FED zz 一 oz 一 az 一 ar)， 





Zr 和 安 名 魏 z 
由 公式 (8.3.1), 令 xz 一 必 十 太 (为 步 长 ), 则 


1 t『 1 
| Pi(z)dz 一 | [二 Pceoe+De+24+3) 
3 引 
十 二 5PCz -DOtt 十 2 人 十 3) 
十 了 PCz at 十 DC 二 3) 
1 
十 二 Co-oOtdt+ DC+2)] 记 


一 页 [55P(zr,) 一 59F(z) 十 37FCzi-a) 
一 9P(z 3)]. 
这 样 , 便 有 公式 
yn+l 一 mn 十 雪 [55FCzsym) 一 59/ zoom 


十 377(z-z, yn-z) 一 97(Cz-s,y-s3)]， 
了 一 3 4 5 EYE 
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公式 (8. 3. 2) 称 为 线性 四 步 阿达 姆 斯 显 式 公式 . 由 于 插值 多 项 式 
Ps(z) 是 在 Lz,-s,z] 上 作出 的 ,而 积分 区 间 为 Lzu, zs+i], 所 以 
(8. 3. 2) 也 称 为 阿达 姆 斯 外 插 公 式 . 

其 局 部 截断 误差 就 是 数值 积分 的 误差 ， 


R, 一 ”Race?dz 


上 


民 站 FoDC 一 z) 


dy 
由 于 (z 一 zn) (z 一 mt)(z 一 Zn-2)(zr 一 zi-3) 在 [zyzor 上 不 变 
号 ,并 设 F”"(z) 在 [zw,zs+I] 上 连续 ,利用 积分 第 二 中 值 定理 , 存 
在 六 所 [oz 器 使 得 


R, 一 机 Fe)| ”cz 全 


下 


251 251 
一 7204 (0) 一 720 


因此 ,公式 (8. 3.2) 是 一 个 四 阶 公式 . 

注意 到 阿达 姆 斯 外 播 公式 要 进行 计算 ,必须 提供 初 值 yy,yi， 
ya,ya, 实际 计算 中 ,常用 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 计算 出 这 些 初 值 . 然 
后 再 由 阿达 姆 斯 外 插 公 式 计 算 . 

例 1 用 阿达 姆 斯 外 插 公 式 求解 初 值 问题 





jy (1 一 OG5)，(8.3.3) 


dy -，_ 2 
性 2 
y(0) 一 1 


在 [0,1] 上 的 数值 解 ( 取 A 一 0. 1)， 
解 先 由 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求 出 初 值 ,结果 为 ， 


Za | 0 0.1 0.2 0.3 





On | 1 1.095446 1.183217 1.264916 
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然后 由 公式 (8. 3. 2? 计 算 其 他 点 处 的 值 ,结果 为 下 表 : 





Cn 0.4 0.5 0.6 人 0.8 0.9 1.0 





om 1.341551 1.414045 1. 483017 1.548917 1.612114 1.672914 1.731566 
J(zn) 1.341641 1.414214 1,.483240 1.549193 1.612452 1,673320 1.732051 





三 、 阿 达 姆 斯 内 插 公 式 


在 公式 (8. 3.1) 中 , 若 以 zyxznyziyz-: 为 插值 节点 作 
zy(Gz)) 的 二 次 插值 多 项 式 , 类 似 于 上 段 做 法 ,可 得 计算 公式 及 
截断 误差 

2 = 多 十 站 [97 二 19 太一 5 十 让 
(8.3.4) 
R, = 一 和 ye Gy ) 一 O(5)， (8.3.5) 
公式 (8. 3. 4) 称 为 线性 三 步 阿 达 姆 斯 公式 ,或 称 为 阿达 姆 斯 内 插 公 
式 , 也 是 四 阶 方法 . 

公式 (8.3.4) 是 隐 式 公式 ,不 便于 直接 使 用 . 仿照 改进 欧 拉 公 
式 的 构造 方法 ,将 显 式 (8. 3.2) 与 隐 式 (8. 3.4) 结 合 , 则 有 以 下 预 
估 - 校 正 公 式 

顶 估 a=y 二 各 [5 人 597 -十 371-: 一 9/-]， 





大 + 一 FCz+rlo+i)， (8.3.6) 


校正 yy 十 名 [97. 十 19 几 一 5 十 太 -， 
7 一 3,4，5，…， 

上 面 我 们 建立 了 两 个 四 阶 的 线性 多 步 公 式 ,在 实际 计算 中 经 
常 使 用 . 从 理论 上 ,还 可 以 建立 更 高 阶 的 线性 多 步 公 式 , 但 由 于 高 
阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 不 一 定 一 致 地 收敛 于 被 插值 函数 (甚至 出 
现 龙 格 现象 ). 特别 地 , 它 的 导数 更 不 一 定 能 很 好 地 近似 被 插值 函 
数 的 导数 ,所 以 建立 更 高 阶 的 多 步 公 式 没有 太 大 的 实际 意义 . 
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”3$4 一 阶 微分 方程 组 和 高 阶 微分 方程 的 数值 解法 
一 、 一 阶 微分 方程 组 的 数值 解法 


前 面 介绍 了 一 阶 常 微分 方程 的 各 种 解法 ,对 微分 方程 组 同样 
适用 . 其 计算 公式 ,截断 误差 推导 与 一 阶 方程 类 似 , 下 面 以 两 个 未 
知 函 数 的 方程 组 为 例 ,并 直接 给 出 计算 公式 ， 

设 讨论 的 微分 方程 组 初 值 问 题 为 


d 
ET 一 Jiyz)， y(to) 一 yo， 


bs 委 上 魏 了 了 (8.4.1) 
下 一 8(t, yz)， z(to) 一 zo， 


(1) 欧 拉 计 算 公 式 为 
oof1 一 十 AFGtyynyzn)， 


(8.4.2) 
Zn+1 一 2 十 hgE(Ctny ynyza)。 
〈2) 标准 四 阶 龙 格 - 库 塔 计算 公式 为 
1 避 克 涪 二 十 2 刀 十 24 十 太 )， 
(8.4.3) 


zl 一 和 十 于 Com 十 2ms 十 2zzs 十 mi)， 
其 中 

有 一 (tyza)， 

1 一 AgE(Ctnyynyzn)， 

如 一 At 十 屎 /2 十 AiV2,zn 十 Ma/2)， 
Ma 一 AgE(t 十 万 /2 十 AiV2,zn 十 za/X2)， 
一 jb 十 A/2，yn 十 Aa/2,zn 十 az/2)， 
103 一 Ag(Ctn 十 尹 /2，y 十 Ra/2，zn 十 mA/2)， 
As 一 At 十 六 ,yn 十 有 syzs 十 mas)， 

1 一 Ag(t 十 户 ,yn 十 szn 十 72s). 
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(3) 四 阶 阿 达 旭 斯 外 插 计 算 公式 为 
ys 一 交 十 生 [55 记 一 89/ 二 37 太一 9 











二 十 页 [55g, 一 59g,-i 十 378, ;一 9g, 站 
(8.4. 4) 
二 、 高 阶 微分 方程 的 数值 解法 


对 于 高 阶 常 微分 方程 初 值 问题 ,可 先 化 为 含 多 个 未 知 函数 的 
一 阶 微分 方程 组 的 形式 ,然后 按 方程 组 的 方法 求解 , 下 面 以 二 阶 常 
微分 方程 初 值 问题 为 例 ， 


税 =- ， 


芭 
osxzs 委 6， (8.4.5) 





y(Czo) 一 yo， 业 一 zo， 


mmo 


一 笠 , 则 方程 (8. 4.5) 可 化 为 方程 组 


香 = =， y(zo) 一 yo， oz 和 之 0， 


4 〈8.4.6) 
笃 = zyz)，z(zo) 一 zo， 


若 用 ER , 则 有 计算 公式 


一 思 十 直人 十， 
(8.4.7) 
Zn+1 一 2n 十 到 Cm 十 mmaz)， 
有 一 hzny 
mal 一 几 (zyynyzn)， 
其 中 az 一 刀 (zn 十 mi) ， 
maz 一 hCGzn 十 hyn 十 名 yzn 十 7mi). 
对 于 高 于 二 阶 的 高 阶 微分 方程 ,可 引入 多 个 变量 ,化 为 多 个 方 
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程 的 一 阶 微分 方程 组 ,类 似 于 上 面 的 方法 处 理 . 





本 章 小 结 


本 章 着 重 介绍 了 常 微分 方程 初 值 问题 的 数值 解法 ,主要 有 欧 
拉 方 法 , 龙 格 - 库 塔 方法 及 线性 多 步 方法 等 

欧 拉 方法 是 最 简单 .最 基本 的 方法 ,利用 差 商 代替 微 商 , 就 可 
得 到 一 系列 欧 拉 公式 . 这 些 公式 形式 简洁 ,易于 编程 计算 ,但 精度 
较 低 ,可 方便 用 于 精度 要 求 不 高 的 近似 计算 . 

龙 格 - 库 塔 方法 是 利用 区 间 上 多 个 点 的 斜率 值 的 加 权 平 均 的 
思想 ,得 出 的 高 精度 的 计算 公式 . 特别 是 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 ,易于 
编程 计算 ,精度 较 高 ,是 常用 的 工程 计算 方法 . 

线性 多 步 方法 是 在 用 揪 值 多 项 式 代替 被 积 函 数 的 基础 上 构造 
的 , 它 可 利用 前 面 若干 步 计算 结果 的 信息 ,使 计算 结果 提高 精度 ， 
其 中 较 常 用 的 四 阶 阿 达 姆 斯 公式 ,易于 估计 误差 ,计算 精度 较 高 ， 
适用 于 /Cr,y) 较 复杂 的 情形 . 但 需 利用 其 他 方法 提供 初 值 ， 

本 章 最 后 ,简单 介绍 了 一 阶 微分 方程 组 和 可 化 为 一 阶 微分 方 
程 组 的 高 阶 微分 方程 的 一 些 计算 公式 . 


算法 与 程序 设计 实例 


用 改进 欧 拉 方法 求解 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 
算法 概要 
解 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 
y =JCry)， 二 
yGzD 一 0， “ 
将 区 间 [av 扫 作 ， 等 分 , 取 步 长 4 一 所 2. 
欧 拉 公式 为 
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321 一 包 十 AFCriy). 
梯形 公式 为 
态 
yi+1 一 洲 十 了 Le) 十 jzriayy+l)]. 
改进 欧 拉 方 法 ,采用 公式 
TH 一 水 十 Any)， 
2 一 攻 十 和 [fa 十 zsn3t 





或 表示 为 
网 二 区 十 A/Gnyy)， 
入 一 水 十 AAAFCn+iyp)， 
| 冯 Cy 十 y)， 
实例 
用 改进 欧 拉 方法 解 
上 一 一 Zy，0< 和 zx 和 5， 
23(0) 一 2. 
程序 和 输出 结果 
#include(stdio. hy》 


#define N 20 
void ModEuler(float (xf 人)(float,float)，float x0，float y0， 


float xnyint n) 


int 1; 
float yp,yc,x 一 x0,y 一 y0,h 一 (xn 一 x0)/ny; 
printf("x[0] 王 %fNtyLO]=%fNn" ,xy)， 
for(i=13si 天 一 n5i 十 十 ) 
{ 
yp 一 y 十 hx 和 (xy,y); 
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X 一 X0 十 ix h; 





yc 一 yY 十 hx f1(x,yp); 
y 一 (yp 十 yc)/2. 0; 
Printf("x[%d] 一 %fNty[%d]=%fNn" ixyiyy)3 


} 

void main() 

{ 
int ji 
float xn 一 5. 0,x0 一 0.0,y0 一 2.0; 
void ModEuler(float (* ) (float，float) ,float,float ,float， 

int); 

float fl(float ,float)， 
ModEuler(Cfl,xo,y0,xn,N); 
getch(); 

》 


float fl(float x，float y) 
{《 


return 一 XXX 兴 yy 


} 


输出 结果 为 ; 
Z[0]=0.000000， xy[0]=2.000000 
xz[1]=0.250000， y[1]=1.875000 
z[2]=0.500000， y[2]=1.593891 
Zz[L3]= 0.750000， y[3] 王 1.282390 
Z[4]=1.000000， y[4] 王 1.009621 
Z[5]=1.250000， [5]=0.793188 
xz[6] 一 1.500000， y[6]=0.628151 
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z[7]=1.750000， 
[8]=2. 000000， 
[9]=2. 250000， 
[10]=2.500000， 
[11]=2.750000， >y[11]=0. 238857 
[12] 王 3.000000， y[12] 一 0. 204300 


y[7]=0.503730 
J 
yy 
y 
J 
J 
[13] 王 3. 250000， y[13]=0. 176490 
y 
y 
光 
y 
3 
3 


[8] 一 0.409667 
[9] 一 0.337865 
[10] 一 0. 282357 


[14] 王 3. 500000， y[14]=0. 153836 
[15]=3.750000， y[15]=0.135175 
[16] 一 0. 119642 
[17]=0. 106592 
18] 一 4. 500000， y[18] 王 0. 095530 
19]=4.750000， y[19] 王 0. 086080 
-20] 一 5. 000000， y[20] 一 0. 077948 


[16] 一 4. 000000， 
[17] 一 4. 250000， 
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思 考 题 


1 何谓 常 微分 方程 的 数值 解法 ? 一 阶 微分 方程 初 值 问题 有 哪 
些 数值 解法 ? 比较 各 种 方法 的 优 缺 点 并 举 具 体例 子 说 明之 . 

2， 何 谓 数值 方法 的 局 部 截断 误差 ? 户 阶 精度 的 定义 是 什么 ? 
泰勒 展开 式 在 研究 局 部 截断 误差 中 起 何 作用 ? 

3 何谓 显 式 、 隐 式 、 单 步 、 多 步 方法 ? 如 何 使 用 隐 式 方法 ? 

4 阿达 姆 斯 公式 是 怎样 导出 的 ?9 有 何 优 缺 点 ? 

5， 如 何 求解 一 阶 微分 方程 组 的 初 值 问题 ? 

6， 高 阶 微分 方程 的 初 值 问题 怎样 求解 ? 


习 题 八 


1 分别 用 显 式 欧 拉 公 式 和 欧 拉 预 估 -校正 公式 求解 初 值 问题 
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多 一 妇 2 一 多 ， 
在 reE[0,0.5] 上 的 数值 解 ( 取 一 0. 1)， 
y(0)=1 


2. 证 明 欧 拉 预 估 - 校 正 公式 可 精确 求解 初 值 问题 y 一 az 十 b， 
y(0) 一 0. 
3. 用 标准 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求解 初 值 问题 ( 取 A 一 0. 2) 


| 0 委 z 委 1， 


y(0) = 1. 
4 用 阿达 姆 斯 外 插 公 式 求 初 值 问题 |” 一 * 二 > 在 [0,1] 上 的 


3?(0) 一 0 
数值 解 ( 取 A 一 0. 1). 
5, 证 明 对 任何 参数 妃 下 列 是 二 阶 龙 格 - 库 塔 公式 
oo 一 因 十 二 (十 委 )， 
AI 一 AFCryyn)y 
如 一 jjCz 十 , 十 纳 )， 
As 一 hfCzs 十 (1 一 )hyo 十 (1 一 zt)K2)， 
6. 对 初 值 问题 一.F(z,y),y(zo) 一 2 的 计算 公式 
onfl 一 加 十 ALeFGCzyn) 十 Fr 十 cfCz-yy-2)]， 
假设 mw-:=y(z ,yyCzcD=yw-iyy(z) 一 m， 试 确定 参数 ab， 
<c, 使 该 公式 的 局 部 截断 误 益 为 CC )， 
7.， 利用 标准 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求解 微分 方程 组 
/ 1 





沪 二 y(0) 一 1， 
凡 = 一 土 十 1，xz(0) = 所 
2 
在 zxE[0,1] 上 的 数值 解 ( 取 /一 0.2). 


8. 构造 形 如 
Jon+l 一 aoyn 十 Qlym-l 十 azym-2 
十 ALpofCzwyn) 十 DC yi) 十 bef(zo-ayyv-3)] 
的 三 阶 线性 三 步 公式 ， 


247 


习题 答案 与 提示 


习 题 一 

1，49 又 10:: 巨 一 0. 005， 居 .一 0. 0102，2 位 有 效 数 字 ; 
0. 0490: 巨 一 0. 00005， 忆 一 0.00102，3 位 有 效 数字 ; 
490. 00: 巨 一 0. 005， 瓦 一 0. 0000102，5 位 有 效 数 字 . 

. 巨 =0.0013, 天 一 0.00041，3 位 有 效 数 字 . 

.6 位 有 效 数 字 . 

， (1) 4.472; 〈2) 4,. 47. 

，0. 005 cm 

.maX1%， 

，2 位 有 效 数 字 . 

10. 第 (3) 个 公式 绝对 误差 最 小 . 


ao wm mb 


22z2 
了， UTC | 和 1 


辫 
一 一 一 一 一 -，|zl>1) 
RE 二 


| 2simz 引 
一 全，|z| 入 1,z 天 0. 


12. 不 稳定 . 从 z 计算 到 zio 时 误差 约 为 六 10"、 
习 题 二 
1 (1) 精确 解 为 zi 一 3，zz 一 Za 一 1 


(2) 精确 解 为 zi 一 2，z 一 1， 写 一 二， 
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(3) zi 一 1. 040，zz? 一 0. 9870，zs 一 0.9351 ，zt 一 0. 8813. 
2. 精确 解 zx 一 zs=1，zz 一 zi 一 一 1， 
3. (1) zi 一 0，z 一 2，z3 一 1; 


(2) mm=1, mm 一 证 ,za 下， 


4. X 一 (1.11111,0.77778,2.55556)7. 
本 
5 (1) YX-|1507 _1145 703 395 2121 


665” 665 "665” 665 "665) 
(27 二 二 (3 21) 


7. (2) (一 3. 999,2. 999,1. 999)T. 

8. X400 一 (0. 49996,0. 99997 ,一 0. 50001)7. 

12， 1 4 .=1.1, 14 外 =0.8, 直 44=0.825，| 4 = 
0. 8426， 


13，(2) 对 474 使 用 迹 定理 : 对 角 元 之 和 等 于 特征 值 之 和 , 


习 题 三 
1，az0. 35. 
2. 15 次 , 
3，(1) 一 个 根 ，| 0, 亚 ] ,ri 一 sme 二 cos 


(2) 一 个 根 ，[1,2]，z,+i 一 logz(4 一 zw)， 


4. (1)、 2) 收敛,(3)、(4) 发 散 ，c 一 1. 466. 

5. a<<1. 04476， 

6，um<0. 0905. 

7. as<0,. 5671， 

8. wa 一 0. 6104. 

9. 一 (一 1)/2 以 a ，(n 十 1)/2 \Wa ; 15.1/4a 


10. was“1. 879. 
11，ws:1. 442250， 
12，0. 51098. 
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习 题 四 


1.， (1) 11，(0. 6667,1. 3333,1)7; 
(2) 9. 005，(1,0. 6056 ,一 0. 3945)7. 

2， 一 13.220180293，(1 ,一 0.235105504, 一 0.171621092)7; 
一 13,2201809，(1, 一 0. 2351055 ,一 0.1716216)7. 

3， 一 13.22018，(1, 一 0.23510, 一 0.17162). 

4. js:3, 4142，hasz1. 9998，)s<<0. 5959， 
XDA(0.9926, 一 0.1207,0)7， 
XGm(0.1207,0.9926,0)7，XG2s (0,0,0)7 





习 题 五 

5 3 _ 了 
1 6 十 本 
2. 下 (z DGz 一 D(z 一 3) 十 守 z(z 一 2)(z 一 3) 

一 工 z(z 一 1D)(z 一 2)， 

6 

3. 0. 1214. 
5，、1. 94472. 

ai 全 
7 高 (23m 一 63z 一 234z 十 324)， 


8，j 帮 (1.682) 一 2.5957， 丰 (1.813)=2.9833. 
11，0. 875，35. 375. 
12. 0. 5， 


14.7(0. 45) 一 一 0.798626，| 及 |<< 卫 X10-2 


(0.82) 王 一 0.198607，|R 1< 寺 xX10-2. 
15，2. 498X10-2. 


16. GD) 一 3z 十 13z2 一 17z 十 9， 而 Ce)(z 一 DECz 一 27， 
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<E(1,2); 
Sa 二 2 
(2) 工 2 十 2 1， 二 帮 te 一 0Z 一 2Cz 一 3)5 
ec (1,3). 
SiCzD) = 去 zG 一 zD05-11z)， zxrE[0,1]， 





17. (0 15:Cz) 一 赴 (z 一 D)(z 一 2)(07 一 3z)， xzE [1,2]， 
Si(z) 一 直人 z 一 3)5(z 一 2)， xzE[2,3]; 
SCz) 一 而 zG 一 zl19z 一 26)， ze[o,1]， 


(2) 1S:CD = 而 人 z 一 DCz 一 2)(5z 一 12)， zxE[1,2]， 





Si(z) 一 而 (3 一 zz 一 2)(z 一 人 ， xzE[2,3]. 
习 题 六 

1， zi 一 2. 9794，z 一 1.2259. 

PCz) 一 7.464z 十 3.916; 

ga(z) 一 0. 301z? 十 6. 312z 十 4. 978， 

y 一 0. 973 十 0. 050z?， 

uo 一 10. 658，a 一 4. 627. 

y 一 95.3524 十 2. 2337z， 

7 一 5. 635e 2 sw. 

3 一 3. 072e" 5057 

y 一 2.40 十 1. 601lnzx, 


包 


oo 


习题 七 


1，0. 68394，0. 63233，| Ri| 委 0. 08333，| Ra:| 委 0. 00035. 
3, 提示 用 /(z) 的 泰勒 展开 式 . 
251 


5. 03292. 
0.886319. 
0. 836214. 
0.71327. 
0.28425. 


佑 | 人 和 


习 题 八 


1 zw00.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
欧 拉 法 yw 1 0.9 0,.82 0.75676 0.70849 0. 67430 
预 估 校正 y， 1 0. 91 0. 83680 0.77858 0.73435 0.70364 


和 0. 2 0, 4 0.6 0,.8 1.0 
3m 1 1.72755 2.74295 4.09204 5.82617 7.99184 

条 “7 汐 0. 2 0. 4 0. 6 0.8 1.0 
yy 0 .0.0214 0.0918 0.2221 0.4255 0.7182 
224 5 5 

6 4 一 12， 12， < 一 15 


和 一 0.4 0.6 0.8 1.0 
办 1 1222 1.493 1.823 2.226 2.718 
xn 1 1.019 1.071 1.150 1.250 1.370 
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